Hoofdstuk 16

Resolutie in de Predicatenlogica

In dit hoofdstuk zullen we de resolutiemethode generaliseren voor de predica-
tenlogica. Hierbij moet rekening worden gehouden met het feit dat de predi-
catenlogica kwantoren bezit en met het feit dat disjuncties variabelen kunnen
bevatten. Het eerstgenoemde probleem wordt opgevangen door formules in
zogenaamde Skolemnormaalvorm (zie paragraaf 16.1) te brengen waardoor de
kwantoren worden geélimineerd. Daarna kan de kwantorvrije formule in con-
Jjunctieve normaalvorm worden gebracht. Het probleem van de variabelen wordt
opgelost door de resolutieregel uit te breiden met unificatie. Met behulp van
unificatie kunnen geschikte substituties voor variabelen in disjuncties worden
gevonden ter bepaling van resolventen. De theorie van substitutie en unificatie
zal worden behandeld in paragraaf 16.2. Voor unificatie bestaan verschillende
algoritmen. We behandelen in paragraaf 16.3 het algoritme van Robinson en
geven er een correctheidsbewijs voor. Daarna wordt in paragraaf 16.4 de reso-
lutieregel voor de predicatenlogica geformuleerd. Met behulp van deze resolu-
tieregel kan op eenvoudige wijze een resolutie-algoritme worden verkregen. Dit
algoritme en voorbeelden van toepassingen ervan zijn het onderwerp van para-
graaf 16.5. Het hoofdstuk wordt besloten met het bewijs van de volledigheid
van de resolutie (§16.6).

16.1 De Skolemnormaalvorm

Om in de propositielogica de resolutiemethode te kunnen toepassen dienen de
formules in conjunctieve normaalvorm te staan. Dat is ook het geval in de
predicatenlogica. Bovendien is de resolutiemethode voor de predicatenlogica
beperkt tot formules die geen identiteit (=) bevatten. Om een willekeurige for-
mule uit de predicatenlogica te kunnen schrijven als een verzameling disjuncties
moeten eerst de kwantoren worden weggewerkt. Dit proces noemt men skole-
miseren. De uiteindelijke normaalvorm die na het skolemiseren ontstaat, noemt
men de Skolemnormaalvorm. Deze normaalvorm berust op de volgende ideeén.
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ledere formule F' € FORM kan getransformeerd worden in een prenexnor-
maalvorm FP met een prenex bestaande uit een rij kwantoren en een matrix die
geen kwantoren bevat (zie hoofdstuk 10). De zo verkregen formule F? is equi-
valent met 7. De matrix van F? is een formule zonder kwantoren en kan dus
getransformeerd worden in een conjunctieve normaalvorm (zie hoofdstuk 4).
De zo verkregen formule FP¢ is equivalent met F? en dus ook met F'. Merk op
dat zowel de prenexnormaalvorm als de conjunctieve normaalvorm van een for-
mule F niet éénduidig zijn bepaald: bij één formule kan men meerdere formules
in prenexnormaalvorm, respectievelijk conjunctieve normaalvorm vinden.

Het 1dee van de Skolemnormaalvorm is om de formule FP>° om te zetten in
een formule F'° die geen existentiéle kwantoren meer bevat. We lichten dit toe
aan een voorbeeld.

16.1.1 VOORBEELD Skolemnormaalvorm.

Zij F' = Va3yP(x,y) voor een tweeplaatsig predicaatsymbool P. Deze formule
brengt tot uitdrukking dat er voor iedere x een y bestaat zodanig dat P(x,y).
Het is evident dat deze y over het algemeen athankelijk is van de . Met andere
woorden: y is een functie van . Stel y = f(x) en beschouw de formule F'* =
VaP(x, f(x)) voor een nieuw functiesymbool f. De formule F* noemt men dan
de Skolemnormaalvorm van F. Het functiesymbool f dat in de formule F° is
geintroduceerd, noemt men een Skolemfunctie. De Skolemfunctie f brengt dus
tot uitdrukking dat y athankelijk is van z.

De formules F' en F'* zijn niet equivalent. Immers, z1j A een structuur met
|A] = N, PA = < en f4(n) = n voor n € I, dan geldt evident dat A = F,
maar niet A = F°.

Gelukkig is er een belangrijke eigenschap die de formules F' en F'° beide
bezitten:

Fis onvervulbaar < F'* is onvervulbaar.

Dit is de eigenschap van F' en F'° die we nodig blijken te hebben.

Zijnu F = VaVy3zQ(x, y, z), dan kan men een Skolemnormaalvorm F* van
F vinden door een tweeplaatsige Skolemfunctie g te introduceren; de variabele
z is namelijk afhankelijk van x en y. Dit geeft F* = VaVyQ(z,y, g(x,y)). Er
geldt weer dat F' onvervulbaar is dan en slechts dan als F'* onvervulbaar is.

Als er geen universele kwantoren véér de existentiéle kwantor staan, dan
introduceert men een nulplaatsige functie, ofwel een individuele constante. Als
F = 3JzR(x), dan geldt dus dat F'* = R(a). Ook in dit geval noemt men a de
Skolemfunctie.

In alle drie de gevallen zegt men dat de existentiéle kwantor is geskolemiseerd
door introductie van een Skolemfunctie. =
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Het idee van de Skolemnormaalvorm moge nu duidelijk zijn. Voor een
formule F' € FORM bepaalt men eerst de formule FP°. Daarna verwijdert
men één voor één de existenti€éle kwantoren uit de prenex van FP¢ door deze
op de wijze die hierboven is geschetst, te skolemiseren. We zetten alles nog
eens op een rijtje in de volgende definities.

16.1.2 DEFINITIE Skolemiseren
Ziyy F € FORM met betrekking tot een eerste-ordetaal L en zij F' van de vorm:

Yy .. Vyn—13yn M,

waarinn > 1 en M € FORM . Zij vervolgens f een individuele constante (als
n = 1) of een functiesymbool (als n > 1) waarvoor geldt dat f niet voorkomt
m L. Dan noemt men de formule:

Yy Ny a My =Ff(, o, Yn=1)]

het resultaat van het skolemiseren van de existentiéle kwantor Jy,,. Het symbool
f noemt men een Skolemfunctie.

Uit de bovenstaande definitie blijkt dat een formule F’ die het resultaat is
van het skolemiseren van een existentiéle kwantor uit een formule F' uit een
eerste-ordetaal L, geen formule is uit L. De formule F’ behoort tot de taal L’/
die de uitbreiding is van L met de Skolemfunctie f.

16.1.3 DEFINITIE Skolemnormaalvorm
Ziyy F € FORM. FEen Skolemnormaalvorm F'* van F is een formule die ver-
kregen wordt door:

1. I wn een prenexnormaalvorm FP° te brengen waarvan de matriz in con-
Junctieve normaalvorm staat, en daarna

2. één voor één de existentiéle kwantoren in de prenexr van FP° te skolemi-

seren.

16.1.4 VOORBEELD Skolemnormaalvorm.

1. Zij F = JaVyP(x,y)—3F2Q(z). De volgende twee formules zijn prenex-
normaalvormen van F:

FPe Va3y[-P(z,y) vV Qy)],
FP¢ = VaIy3z[-P(z,y) vV Q(2)].
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De twee hiermee corresponderende Skolemnormaalvormen zijn:

Fyo= Va[=P(x, f(x) vV Q(f(2))],
Fyo= Va[=P(z, f(2)) vV Q(g(2))]-

Dit illustreert dat zowel prenexnormaalvormen, als Skolemnormaalvor-
men niet éénduidig bepaald zijn. Verder geldt dat F° ~ FY*°) maar niet
Ff ~ F3 (gana).

2. De Skolemnormaalvorm van:
FaeVyIuVoVwIz M (2, y, u, v, w, z),
1s gelijk aan:
VyvovwM (a,y, f(y), v, w, g(y, v, w)).

Hierin zijn a, f en g de Skolemfuncties. =

16.1.5 STELLING Zij F' € ZIN met betrekking tot een eerste-ordetaal L, en zij
L' de uitbreiding van L met de Skolemfuncties die in de Skolemnormaalvorm
P van F voorkomen. Dan geldt voor L' dat:

F s onvervulbaar < F? is onvervulbaar.

BeEwiis  We bewijzen de volgende bewering. Ziy G € FORM een formule in prenexnormaal-
vorm waarvan de prenex tenminste één existentiéle kwantor bevat, en zij G' het resultaat
van het skolemiseren van de eerste emistentiéle kwantor in G. Dan geldt:

G is vervulbaar & G’ is vervulbaar.

Als dit is bewezen, dan volgt de stelling door volledige inductie naar het aantal existentiéle
kwantoren in de prenex van de formule FP¢ (een preneznormaalvorm van F waarvan de
matriz in conjunctieve normaalvorm staat). Hierbij gebruikt men dat F & FP°,

Stel dat voor een M € FORM, n > 1 en een Skolemfunctie f:
G = Vy ... Vyp—13ynM,
G = Yy VynaMlyni=Fun, - vno1))-
We zullen nu bewijzen dat G vervulbaar is dan en slechts dan als G' vervulbaar is.

= s G vervulbaar is, dan is er een interpretatie s zodanig dat:
Als G b d t tatie {A d dat

Vaie|Al ... Van_y € 4] Jan €14 -
<~A7 ﬁ[yl '_>a1] e [yn—l Han—l][yn'_)ann ': M.

Zij nu B een structuur die geligk 15 aan A, behalve dat voor gegeven ay,...,ap_1 € A:

fB(a17~~~7an—1) = An,
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(<) Als G’ vervulbaar is, dan is er een interpretatie (A,B) zodanig dat:
Va,€elAl ... Van_i € 4] -
(A, Blyrra1l - [yn—1=ran—1]) E Mlyn:=f(y1,-- - ;yn-1)].
Passen we de substitutiestelling (10.2.5) toe, en stellen we:
f(y17...7yn_1)Ayﬁ[yl'_)al]"'[yn—l'_)an—l] = a,
dan verkrijgen we:
Va,€elAl ... Van_i € 4] -
(A, Blyi—ar] - [yn—1ran—1]lyn+ral) | M,
Hieruit volgt:
Va, €lAl ... Van_i €A Jan € |4] -
<~A7 ﬁ[yl '_>a1] e [yn—l Han—l][yn'_)ann ': M7
Dit betekent:
(A, B) B Vy1 -+ Vyn—_13yn M,
zodat G vervulbaar is.
Hiermee is de stelling bewezen. N

De Skolemnormaalvorm

voor een an € A zodanig dat:

(A, Blyrra1] - [yn—1 = an—1]lyn—axn]) = M.
Dan 1s:
)57/3[2/1 —ar]l[yn—1mran—1]  _ an.

f(y17~~~7yn—1
Uit het bovenstaande en de substitutiestelling volgt dat:

Vaie|A| ... Van_y € 4] -

(B,Blyi—a1]- - [yn—1—an—1]) E Myn:=Ff(¥1,- - ¥n—1)]-

Hieruit volgt (B, 8) = G', zodat G’ vervulbaar is.

Een zin F' in Skolemnormaalvorm heeft de volgende vorm:

F:Vyl,,Vyn[Dl/\/\Dn]
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Hierin zijn de conjunctieleden D; (1 < ¢ < n) disjuncties van literalen. Vaak

wordt deze Skolemnormaalvorm genoteerd als de verzameling van haar disjunc-

ties:

F={Dy,...,D,}.

De universele kwantoren worden dan weggelaten. Men kan de vrije variabelen

in de disjuncties daarbij zodanig kiezen dat in verschillende disjuncties verschil-
lende variabelen voorkomen. Dit wordt gerechtvaardigd door het feit dat voor
alle formules A, B € FORM het volgende geldt:

Ve[AANB] &~ VeAAVzB,
~ Yo A AVyBlz:=y],
r YaVy[A A Ble:=y]],

voor een geschikte variabele y zodanig dat y ¢ VV(B).
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16.1.6 DEFINITIE Disjunctie
Ziy F ={D1,...,Dp} (n € N) een zin in Skolemnormaalvorm. De elementen
D; (1 <i<n) van F worden de disjuncties van F' genoemd.

In Engelstalige literatuur worden disjuncties clauses genoemd.

16.1.7 VOORBEELD Disjuncties.
7ij F' de formule:

Vaedy3z[-(P(x, 2) = Q(x,y)) V R(z,y, 2)].
Een Skolemnormaalvorm F'¢ van F is:

Va[(P(z, g(x)) vV R(z, f(2), 9(2))) A (~Q(x, f(2)) V Rz, f(z), 9(=)))]-

Men kan F® als volgt schrijven als een verzameling disjuncties:

{P(x,9(x)) VvV R(z, f(x),9(x)), =Q(y, f(y)) V R(y, f(y),9(y))}.

Merk op dat de variabele # in de tweede disjunctie is herbenoemd tot y. =

16.2 Substitutie en unificatie

Bij resolutie in de predicatenlogica beperkt men zich tot zinnen die in Skolem-
normaalvorm staan. Hierbij wordt zo'n zin over het algemeen gerepresenteerd
als een verzameling van disjuncties. Net als in het hoofdstuk over resolutie
voor de propositielogica i1s gedaan, kunnen disjuncties worden gerepresenteerd
als verzamelingen van literalen.

Als een zin in Skolemnormaalvorm uitsluitend gronddisjuncties bevat, dan
wordt de resolvent van twee digjuncties op dezelfde manier bepaald als in de pro-
positielogica. Dus de resolvent van P(f(a)) en =P (f(a)) V Q(a) naar P(f(a))
is gelijk aan @(a). Voor disjuncties die variabelen bevatten wordt dit anders.
We illustreren dit in het volgende voorbeeld.

16.2.1 VOORBEELD De resolvent van disjuncties met variabelen.
Beschouw de volgende twee disjuncties.

Dy = Pz)VvQ(x),
Dy = =P(f(y) V R(y).

Deze disjuncties kunnen niet zonder meer geresolveerd worden, want Dp en
Dy bevatten geen complementaire literalen. Als we echter op D; en Dy de
substitutie:

o = [r:=f(a),y:=qa]
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toepassen (dat wil zeggen, [z:=f(a)] en [y:=a] simultaan toepassen), dan re-
sulteert dit in de gronddisjuncties:

Dy = Dioc = P(f(a))VQ(f(a)),
Dl = Dyo = =P(f(a))V R(a),

met de complementaire literalen P(f(a)) en =P(f(a)). D} en D} zijn grond-
instanties van Dy, respectievelijk Dy. D) en D) kunnen nu geresolveerd worden
naar P(f(a)) met resolvent:

Ry = Q(f(a))V R(a).

Als we echter op Dy en Ds de substitutie § = [:= f(y)] toepassen, dan verkrij-
gen we de instanties DY = D16 en DY = D36 met DY = P(f(y)) VQ(f(y)) en
DY ==P(f(y)) vV R(y). Dit betekent dat D16 en D8 resolveerbaar zijn naar
P(f(y)) met resolvent Ry = Q(f(y)) V R(y).

Merk op dat Ry = RaoA voor A = [y:=a]. In resolvent Rs is nog geen
binding gemaakt voor de variabele y, in Ry wel: daar is y gebonden aan a. We
zullen zien dat de keuze voor een substitutie die minder vastlegt en in die zin
algemener is, de meest verstandige is. =

Uit het bovenstaande blijkt, dat we om een resolutieprocedure te verkrijgen
voor de predicatenlogica, de resolutieprocedure voor de propositielogica moeten
uitbreiden met een manier om geschikte substituties te vinden. Om deze reden
zullen we substituties nader onder de loep nemen.

Een substitutie is een afbeelding die termen afbeeldt op termen, en formu-
les op formules (zie ook hoofdstuk 8). Bij een enkelvoudige substitutie van
de vorm [y:=t] worden alle vrije voorkomens van de variabele y in een term of
formule —na eventuele herbenoeming van de gebonden variabelen— vervangen
door de term ¢. De substituties die we hier zullen beschouwen, zijn simultane
substituties. Hierbij worden alle voorkomens van n verschillende variabelen
gelijktijdig vervangen door n termen (n > 0). Zo’n substitutie noteren we
als [y1:=11, ..., yn:=1,]. Dergelijke simultane substituties zullen we kortweg
substituties noemen, en aanduiden met Griekse letters. Een substitutie zul-
len we formeel opvatten als een wverzameling. Dit betekent dat bijvoorbeeld
[€5:=11, x5:=15] en [x5:=1s, 23:=11] gelijke substituties zijn. Tenslotte nemen
we aan dat er in een substitutie geen paren van de vorm y:=y voorkomen.

16.2.2 DEFINITIE Substitutie

Zijyr,...,yn € VAR enty,...,t, € TERM (n > 0), 2ij y; # 5, en y; # y;
als i # j (1 < i,j < n). Dan wordt de verzameling van paren (y;,t;) met
1 < i < n, notatie [y1:=11,...,yn:=1,], een substitutie genoemd. Als alle
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termen t; gesloten ziyn, dan spreekt men van een grondsubstitutie. Als n =0,
dan spreekt men van de lege substitutie, notatie €.

Het resultaat van het toepassen van een substitutie op een term of een
formule zonder kwantoren noemt men een instantie. Men kan ook definiéren
wat een instantie is van een formule met kwantoren. In dat geval moet rekening
gehouden worden met het feit dat de variabelen in de te substitueren termen
niet onbedoeld worden gebonden door kwantoren. Dit kan worden voorkomen
door een geschikte herbenoeming van gebonden variabelen.

16.2.3 DEFINITIE Instantie

Zig 0 = [y1:=11, ..., yn:=1,)] cen substilulie, en zij E een term of een formule
zonder kwantoren. Zij verder Ef het resultaat van het simultaan vervangen
van alle voorkomens van y; in E door t; (1 < ¢ < n). Dan noemt men Ef
een instantie van E. Als alle termen t; gesloten ziyn, dan noemt men FEO een
grondinstantie.

Uit bovenstaande definitie volgt dat Fe = E voor alle termen of formules
zonder kwantoren E. Ook geldt dat F# = E als geen der variabelen y; in E
voorkomt.

16.2.4 DEFINITIE Compositie van substituties
Zig 0 = [v1:=81,...,0m =8m] en 0 = [wy:=ly,..., w,:=1,] substituties. Dan
wordt de compositie van 0 en o, notatie 0o, verkregen door uit de verzameling:

[1: =810, .., Un:=Smo, wi:=ty, ..., wy:=1,],
de volgende paren te verwiyderen:
1. paren van de vorm v;:=s;0, indien s;o = v;, en
2. paren van de vorm wj:=t;, indien w; € {v1,..., v }.

De bovenstaande definitie impliceert dat 8o een substitutie is, als 6 en o
dat zijn. Verder is de compositie zo gedefinieerd, dat de volgende gelijkheid
geldt:

E(be) = (Ef)o.
Ook kan men bewijzen dat, als A, § en o substituties zijn:
(Mo = A(00),
e = fe = 6.
Met andere woorden, de compositie van substituties is associaticf, en € is een

zogenaamd linker en rechter eenheidselement. Het bewijs van de bovenstaande
eigenschappen wordt aan de lezer overgelaten.
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16.2.5 VOORBEELD Compositie van substituties.
Zij 6 = [x:=f(y),y:=a,z:=y] en ¢ = [z:=g(a),y:=z,w:=b]. De compositie
6o 1s gelijk aan de substitutie:

[x:=f(2), y:=a,w:=b],
terwijl de compositie o8 gelijk is aan:
[x:=g(a), w:=b, z:=y].

Hieruit volgt dat fo # of. Dit betekent dat de compositie van substituties niet
commutatiefis. =

In voorbeeld 16.2.1 hebben we gezien dat we bij het resolveren van disjunc-
ties die variabelen bevatten, vaak eerst een substitutie moeten toepassen om
complementaire literalen te verkrijgen. Een substitutie die twee literalen aan
elkaar gelijk maakt, noemt men een unificator, en het zoeken naar een dergelijke
substitutie unificatie.

16.2.6 DEFINITIE Unificator en mgu

ZyV ={E1, ..., Ey} (n>2) een verzameling van termen of formules zonder
kwantoren.
1. Een substitutie 8 1s een unificator van V als £410 = ... = E,0. Een

verzameling V wordt unificeerbaar genoemd als er een unificator voor V.
bestaat.

2. Fen substitutie 0 wordt de meest algemene unificator of mgu (Engels:
most general unifier) van V' genoemd als er voor iedere unificator o van
V' een substitutie A bestaat zodanig dat o = 6.

16.2.7 VoORBEELD Unificators en mgu’s.

7Zij V = {P(y, f(z,b)), P(a,z)}. De substituties § = [y:=a,z:=f(x,b)] en
o = [z:=a,y:=a,z:=f(a,b)] zijn unificators van V. De unificator ¢ is de mgu
van V. Merk op dat o = f[z:=a]. =

16.3 Het unificatie-algoritme

Er bestaat een algoritme om de meest algemene unificator van een verzameling
termen of formules zonder kwantoren te vinden. Het bestaat eruit dat de
symbolen in de termen of formules symbool voor symbool worden vergeleken
tot er een verschil is gevonden. Dit verschil wordt door een substitutie teniet
gedaan indien mogelijk, waarna weer wordt verder gegaan met vergelijken.
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16.3.1 DEFINITIE Verschilverzameling

ZyV ={E1, ..., Ey} (n>2) een verzameling van termen of formules zonder
kwantoren, en z1) j het grootste natuurlyke getal zodanig dat de eerste j sym-
bolen van E1, ..., E, gelik zyn. Zij verder s; de subterm of subformule van E;
zodanig dat het eerste symbool van s; geligk is aan het symbool op positie j + 1
van E; (1 < <mn). Dan noemt men {s; | 1 < i < n} de verschilverzameling
van V.

16.3.2 VOORBEELD Verschilverzamelingen.

1. Voor de verzameling { P(z, f(a, z)), P(x,b), P(z,g(x,y))} is de verschil-
verzameling gelijk aan {f(a, ), b, g(x,y)}.

2. Voor W = {P(z), Q(y)} is de verschilverzameling gelijk aan W. =

Met behulp van het volgende, zogenaamde unificatie-algoritme kan de mgu
van een gegeven eindige, niet-lege verzameling V' van termen of formules zonder
kwantoren worden bepaald. Het algoritme is afkomstig van Robinson (1965).
De invoer is de verzameling V', en de uitvoer is de mgu oy van V, of de
mededeling dat V' niet unificeerbaar is.

Unificatie-algoritme
Stap 1 k:=0en o; :=e¢.

Stap 2 Als Voy precies één element bevat, dan Stop: oy = oy 1s een
mgu van V.

Stap 3 Als de verschilverzameling van Vo een variabele v, bevat en
een term {; waarin vg niet voorkomt, dan opyy = opfvg:=tx],
k := k+1 en ga naar Stap 2; anders Stop: V is niet unificeerbaar.

Merk op dat het algoritme niet deterministisch 1s. In stap 3 wordt een
willekeurige keuze gemaakt voor een variabele vg en een term ¢ in de verschil-
verzameling van Voy. Het algoritme kan op eenvoudige wijze deterministisch
worden gemaakt door de elementen in de verschilverzamelingen te ordenen, en
dan voor vy de eerste variabele in de verschilverzameling van V oy te nemen,
en voor {; de eerste term waarin vy nlet voorkomt.

16.3.3 VOORBEELD Bepaling van mgu.

We zullen laten zien hoe het unificatie-algoritme werkt aan de hand van een
voorbeeld. Zij V = {P(z,y, f(x,9(x,a))), P(a,h(z), f(a,z))}. De mgu van V
wordt als volgt door het algoritme bepaald:
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1. Stap 1: og := €.
2. Stap 2: Voy = V bevat meer dan één element.

3. Stap 3: De verschilverzameling van Vg is {#, a}. Neem vy = z en
to = a, zodat:

o1 = ¢[e:=a] = [x:=d].

4. Stap 2: Voy = {P(a,y, f(a,9(a,a))), Pla,h(z), f(a,z))} bevat meer dan

één element.

5. Stap 3: De verschilverzameling van Vo is {y, h(z)}. Neem v; = y en
t1 = h(z), zodat:

o2 = o1y:=h(z)] = [z:=a,y:=h(2)].

6. Stap 2: Vo = {P(a, h(z), f(a,g(a,a))), P(a,h(z), f(a,z))} bevat meer

dan één element.

7. Stap 3: De verschilverzameling van Vo is {z, g(a,a)}. Neem va = z en
ta = g(a,a), zodat:

o3 = oa[z:=g(a, a)] = [v:=a,y:=h(g(a,a)), z:=g(a, a)].

8. Stap 2: Vog = {P(a,h(g(a,a)), f(a,g(a,a)))} bevat precies één element.
Stel oy = o3 en stop.

De mgu van V is dus gelijk aan oy = [#:=a,y:=h(g(a,a)),z:=g¢(a,a)]. =

Uit de omschrijving blijkt dat het algoritme voor iedere eindige invoerverza-
meling V' termineert. Was dat namelijk niet het geval, dan zou er een oneindige
ri) Voo, Voy,Vos, ... worden gegenereerd met de eigenschap dat iedere verza-
meling uit deze rij één variabele minder bevat dan zijn voorganger. Immers,
voor ledere k € N geldt dat v, voorkomt in Vg, maar niet in Vog4q. Omdat
de verzameling V' slechts een eindig aantal verschillende variabelen bevat, kan
een dergelijke oneindige rij niet worden voortgebracht.

16.3.4 STELLING Correctheid unificatie-algoritme

Zyy V' een eindige, niet-lege verzameling van termen of formules zonder kwan-
toren. Als V unificeerbaar s, dan stopt het unificatie-algoritme in stap 2 en
1s oy de mgu van V.
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BeEwiis  Stel dat V' unificeerbaar is, en dat 8 een unificator is van V. Stel verder dat stap 3
van het algoritme n keer wordt uitgevoerd wanneer het wordt toegepast op V. We laten zien
dat het algoritme stopt in stap 2, en dat er voor tedere k waarvoor 0 < k < n een substitutie
A bestaat zodanig dat:

0 = O'kAk.

Dit laatste bewigzen we met volledige inductie naar k. Als het bovenstaande is bewezen, volgt

dat na terminatie van het algoritme oy = oy een mgu van V is.

1. Basisstap: k= 0.
Aangezien oo = €, kan A\g = 6 worden genomen. Omdat stap 8 nog geen enkele keer 1s
uitgevoerd, kan het algoritme niet zign gestopt in stap 3. Als Voo precies één element
bevat, dat stopt het algoritme in stap 2, en is o9 een mgu van V.
2. Inductiestap: k > 0.
De inductiehypothese is dat § = o;A; voor alle 0 <1 < k.
Als k =n en Vo precies één element bevat, dan stopt het algoritme in stap 2, en 1s
wegens de inductiehypothese oy = o) een mgu van V.
Als k < n, of Voyp bevat meer dan één element, dan wordt stap 8 van het algoritme
uitgevoerd. Zig Wy, de wverschilverzameling van V. Omdat 0 een unificator is van
V', is volgens de inductiehypothese oA\ ook een unificator van V. Omdat Wy de
verschilverzameling is van Vo, moet A een unificator zign van Wy. Dit betekent
dat Wy, een wvariabele vy moet bevatten. Zij nu tp een ander element van Wy dat
verschillend is van vy. Omdat A\, een unificator is van Wy moet er gelden:
’UkAk = tkAk.
Omdat vy, en ty verschillende elementen zign van Wy, volgt hieruit dat het onmogelisk
15 dat vg voorkomt in ty. Het bovenstaande impliceert dat het algoritme niet in stap
3 termineert, maar teruggaat naar stap 2. Alvorens dit te doen krijgt o341 de waarde
oxlvg i =tx]. Zij nu:
At = g = [ug=teAg]
dan kunnen we afleiden:
A = o=t ARl U Apya,
= [vg:=tgrpg1] U kg1,
= [vpi=tr]Ag41-
Hieruit volgt tenslotte:
0 = ogAk,
oplve =t Akt1,
= Opy1ky1-
Hiermede is de stelling bewezen. N

16.4 De resolutieregel

In paragraaf 16.1 hebben we gezien, dat we in een zin in Skolemnormaalvorm

(D,

., Dy} de variabelen in verschillende disjuncties verschillend kunnen kie-

zen. We zullen er in het vervolg vanuit gaan, dat dit inderdaad is gebeurd.

Voordat we de resolutieregel definiéren, introduceren we een aantal begrip-

pen die we daarbij nodig hebben.
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16.4.1 DeErFINITIE Factor

Als twee of meer literalen in een disjunctie D een mgu o bezitten, dan noemt
men Do een factor van D. Als Do precies één literaal bevat, dan noemt men
Do een eenheidsfactor.

16.4.2 DEFINITIE Complement van een literaal
Z1yy L een literaal en A een atoom. Als L = A, dan is het complement van L,
notatie L, gedefinieerd als ~A; als L = —A, dan is L = A.

16.4.3 DEFINITIE Binaire resolvent

Z1y Dy en Do disjuncties die geen gemeenschappelijke variabelen bezitten, en
2ty L; een literaal in D; (i = 1,2). Als Ly en Ly een mgu o bezitten, dan noemt
men de disjunctie:

(D10' - Llo') U (DQO' - LQO')

een binaire resolvent van Dy en Ds. Als Dy = {L1} en Dy = {Ls}, dan is de
binaire resolvent geligk aan de lege disjunctie O,

16.4.4 VOORBEELD Factor en binaire resolvent.

1. Zij D = P(z,a)VP(f(y), z)VR(z). De substitutie o = [z:=f(y), z:=a] is
een mgu van de eerste twee literalen. Dit betekent dat Do = P(f(y),a)V
R(a) een factor is van D.

2. 7ij D1 = Pz, f(2)) VQ(z) en Dy = =P(a,y) V R(z). Een mgu van
Pz, f(x)) en P(a,y) is [#:=a,y:=f(a)]. Hieruit volgt dat Q(a) V R(z)

een binaire resolvent van D; en D> is. n

16.4.5 DEFINITIE Resolvent en resolutieregel Zij D en D, disjuncties.
Dan is een resolvent van Dy en D5:

e of een binaire resolvent van Dy en Ds,

e of een binaire resolvent van Dy en een factor van Do,

e of een binaire resolvent van een factor van Dy en Do,

e of een binaire resolvent van een factor van D1 en een factor van D,.

Het voorschrift om een resolvent van twee disjuncties te bepalen wordt de reso-
lutieregel genoemd.

Net als voor de propositielogica kunnen we definiéren wat we onder een
resolutie-afleiding verstaan.
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16.4.6 DEFINITIE Resolutie-afleiding

Ziyy F een zin wn Skolemnormaalvorm, zodat F een eindige verzameling van
disjuncties is, en zij D een disjunctie. FEen afleiding van D wit F s een rij
disjuncties:

RlaRZa"'aRn:Da

waarin iedere R; (1 < i < n) een disjunctie uit F' is, of een resolvent van twee
disjuncties R; en Ry, waarvoor 1 < j, k <1i. Als er een resolutie-aflerding van
D wit F bestaat, dan zegt men dat D afleidbaar is uit I', notatie F' Fr D.
Tenslotte noemt men n de lengte van de afleiding.

We zijn, wederom net als in de propositielogica, vooral geinteresseerd in af-
leidingen van F' Fx O. In dat geval is F onvervulbaar zoals we in paragraaf 16.6
zullen zien.

16.5 De resolutiemethode

Er is een simpel algoritme om na te gaan of een zin F' in Skolemnormaal-
vorm onvervulbaar is. Namelijk, genereer net zolang resolventen totdat de lege
disjunctie O wordt voortgebracht. In dat geval luidt de conclusie dat F' onver-
vulbaar is. Dit 1s het zelfde algoritme als voor de propositielogica, dat we hier
herhalen.

Resolutie-algoritme

Stap 1 Genereer, indien mogelijk, een nieuwe resolvent R van disjuncties
uit F'; anders Stop: F' is vervulbaar.

Stap 2 Als R = 0O, dan Stop: F is onvervulbaar; anders F := F U {R}
en ga naar Stap 1.

Dit algoritme 1s nu een semi-beslissingsprocedure. Het algoritme behoeft
namelijk niet voor alle invoer te stoppen. Als de invoer onvervulbaar is, dan
zal het algoritme ooit stoppen. Als de invoer echter vervulbaar is, dan zal het
algoritme in sommige gevallen steeds weer nieuwe resolventen genereren, door
steeds andere substituties te proberen.

16.5.1 VOORBEELD Resolutie-afleiding.
Bewijs Py, Po F C met:

P = Ve[M(z)—=S(x)],

P2 = M(Cl),

C = FxS(x).
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Hiertoe brengen we de formule P, A P» A =C eerst in Skolemnormaalvorm. Dit
levert:

Fo= {~M(x) Vv S(z), M(a), 2S(y)}-

De afleiding van O uit F' verloopt als volgt:

1. = M(z) Vv S(x) (element F')

2. Mf(a) (element F')

3. =S(y) (element F')

4. S(a) (resolvent 1,2 met mgu [z:=a])

5. O (resolvent 3,4 met mgu [y:=a]) "

16.5.2 VOORBEELD Resolutie-afleiding.
Bewijs P C met:
P = Vz[P(x)—>D(x)],
C = Ve[I(P(y) AS(z,y)—Iy(D(y) AS(z,y))].
(Dit is een formalisering van de redenering: Als paarden dieren zijn, dan zijn
paardestaarten dierestaarten.)

We laten het aan de lezer over om te verifiéren dat de onderstaande verza-
meling F' een Skolemnormaalvorm van de zin P A =C'is:

F = {=P(z)Vv D(z), P(b), S(a,b), =~D(y) vV -S(a,y)}.

De afleiding van O uit F' verloopt als volgt:

1. =P(x)Vv D(x) (element F')

2. P(b) (element F')

3. S(a,b) (element F')

4. =D(y) vV -S(a,y) (element F')

5. D(b) (resolvent 1,2 met mgu [z:=b])

6. —S(a,b) (resolvent 4,5 met mgu [y:=b])

7. O (resolvent 3,6 met mgu e) .

16.5.3 VOORBEELD Resolutie-afleiding.

We zullen bewijzen dat een driehoek met gelijke basishoeken gelijkbenig is. Het
idee van het bewijs is dat voor een driehoek AABC waarvan ZCAB = ZCBA,
geldt dat ACAB =2 ACBA (het symbool = staat voor is congruent met).
Hieruit volgt dan dat AC'= BC'.
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Ten behoeve van het bewijs introduceren we vier predicaten:

T(z,y,2) ryz is een driehoek,
Clu,v,w,z,y,2) : Auvw = Apyz,
L(u,v,2,y) uv = xy,
H(u,v,w, 2,y z) Zuvw = Lryz.

De predicaten T, C, L en H voldoen aan de volgende axioma’s die als
disjuncties worden gegeven. Hierbij hebben we niet steeds verse variabelen
gebruikt, vanwege het grote aantal verschillende variabelen dat nodig zou zijn.

In dit geval levert dat geen problemen.

1. T(z,y,2)VT(y,z,x).
2. T(x,y,z2)vVT(y,z,z).

Lz, y,2,y).
4. =L(u,v,2,y)V Lz, y, u,v).
SL(w,v,2,y)V L(v,u, z,y).

6. H(z,y,z,2,y,2).
7. —H(u,v,w,z,y,2)V H(w,v,u,2,y,2).
—H(u,v,w,z,y,2)V H(z,y, z,u,v,w).

9. =C(u,v,w,2,y,2)V H(u,v,w,2,y,2).
10. =Cu,v,w,z,y,2)V H(v,w,u,y, 2, ).
11, =C(u,v,w,z,y,2)V H(w,u,v, 2,2, y).

12. =C(u,v,w,z,y,2)V L(u,v,2,y).
13, =C(u,v,w,z,y,2)V L(v,w,y, z).
14, =C(u,v,w,z,y,z)V L(u, w, z, z).

15, =T(u,v,w) VT (x,y,z)V-L(u,v,2,y)
VaH (w,u, v, 2, 2,y) Vo H(w, v u, 2,0y, 2) VO (u,v,w, 2,y 2).

Niet al deze axioma’s worden gebruikt in de afleiding. Ook is het niet zo dat
de bovenstaande axioma’s volledig zijn. Axioma 15 brengt tot uitdrukking dat
ANABC = ADEF als AB = DE, ZCAB = ZFDFE en ZOCBA = ZFED (het
zogenaamde HZH-geval). Uiteraard zijn er nog andere axioma’s nodig om alle
gevallen van congruentie te dekken. Verder ontbreken er ook axioma’s voor de
transitiviteit van gelijkheid van hoeken en lijnstukken.
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We moeten uitgaande van het gegeven dat in AABC de basishoeken ZCAB
en ZCBA gelijk zijn, bewijzen dat AABC gelijkbenig is ofwel AC' = BC'. Dit
wordt als volgt opgeschreven.

16. T(a,b,¢).
17. Heya,b,e,b,a).
18. —L(a,c,b,¢).

De afleiding van O uit de disjuncties 1 t/m 18 verloopt als volgt:

19. T(b,a,e),
resolvent van 2 en 16 met mgu [z:=a, y:=b, z:=c|.
20. =T(x,y,z)V-L(b,a,z,y)V-H(c,bya,z,2,y)V - H(c,a,b,z,y,x)
VvC(b,a,e,x,y, z),
resolvent van 15 en 19 met mgu [u:=b, v:=a, w:=c|.
21. =L(b,a,a,b)Vv -H(e,bya,c,a,b)V—H(c,a,b,e b, a)
VC(b,a, e a, b, c),
resolvent van 16 en 20 met mgu [2:=a,y:=b, z:=c].
22, L(y,z,z,y),
resolvent van 3 en 5 met mgu [u:=z,v:=y].
23. —H(e,bya,e,a,b)V —H(c,a,b,e,b,a)V C(bya,c,a,b,c),
resolvent van 21 en 22 met mgu [z:=a, y:=b].
24. Hc,b,a,c,a,b),
resolvent van 8 en 17 met mgu
[¢:=c,y:=b,z:=a,u:=c,v:=a, w:=h].
25. =H(c,a,b,e,b,a)v C(bya,c a,b,ec),
resolvent van 23 en 24 met mgu .
26. Cf(c,a,b,a,b,c),
resolvent van 17 en 25 met mgu .
27. L(a,e, b, c),
resolvent van 13 en 26 met mgu

[¢:=a,y:=b,z:=c,u:=c,v:=a, w:=h].

resolvent van 18 en 27 met mgu .

Hiermee is de stelling bewezen. =
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16.6 Volledigheid van de resolutiemethode

De volgende stelling maakt gebruik van de universele afsluiting U(F') van een
formule F'. In hoofdstuk 9 hebben we gezien dat U(F') uit F' verkregen wordt
door voor iedere vrije variabele in F' een universele kwantor voor die variabele
voér Fote plaatsen.

16.6.1 STELLING Correctheid resolutieregel
Als R een resolvent is van twee disjuncties Dy en Dy, dan geldt:

U(Dh),U(Ds) EU(R).

BEwiss Wordt aan de lezer overgelaten. =

16.6.2 STELLING Correctheid resolutie
Ziyy F € ZIN een zin in Skolemnormaalvorm, en D een disjunctie. Dan geldt:

Frr D = FEU(D).

BeEw1is Door middel van inductie over de lengte van de afleiding met gebrutkmaking van
stelling 16.6.1. N

Merk op dat in de bovenstaande stelling de formule F' zoals genoemd in
F Fr D, wordt voorgesteld als een niet-lege, eindige verzameling van disjunc-
ties, terwijl deze in F' |= U(D) wordt gedacht als een zin zonder vrije variabelen.

De volgende stelling staat in de Engelstalige literatuur bekend als het lifting lemma. De
inhoud ervan is dat een binaire resolvent R’ van grondinstanties van disjuncties D; en Ds
zelf een instantie is van een resolvent R van D; en D>. Anders gezegd, R’ kan worden
‘opgetild’ tot R.

16.6.3 STELLING Lifting lemma

Zig D1 en Dy disjuncties die geen gemeenschappelijke variabelen bezitten. Als Di en D}
grondinstanties zijn van D1 en Do, en R’ een resolvent is van D] en D}, dan bestaat er een
resolvent R van D1 en Dy zodanig dat R’ een instantic is van R.

BEwiis Omdat Di een instantie is van D1 en Dé van Ds, en omdat D en Dy verschillende
variabelen bevatten, bestaat er een substitutie § zodanig dat Di = D16 en Dé = D>4.
Omdat R’ een resolvent is van D] en D}, bevat D] een literaal L) en D) een literaal Lo
zodanig dat Lo = Ih. 2§ V; (¢ = 1,2) de verzameling van literalen in D; die door § op L;
worden afgebeeld.

Zij A\; een mgu van V; (: = 1,2), en zij A = Ay U A2. Omdat de variabelen in V; en V5
verschillend zijn, is A een mgu van V; en V5. Hieruit volgt dat L een instantie is van VA,
en Ly van Vo), zodat Vi A en Vo unificeerbaar zijn. Zij nu o een mgu van Vi A en Vo X, dan
kan men bewijzen (zie opgave 4) dat Ao een mgu is voor de verzameling bestaande uit de
literalen in V; en de complementen van de literalen in V5.

Nu geldt dat:

R = (DlACT — VlACT) U (DQACT — VQACT)
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een resolvent is van D; en Dy. Voor de resolvent R’ geldt:
R = (Dlé’ — Vlé’) U (D2€ — V2€)

Omdat @ een unificator is van de literalen in V; en de complementen van de literalen in V5,
en omdat Ac hiervoor een mgu is, bestaat er een substitutie § zodanig dat § = Agé. Hieruit
en uit de gevonden uitdrukkingen voor R en R’ volgt dat R’ een instantie is van R. "

16.6.4 STELLING Volledigheid resolutie Zij F' € ZIN een zin in Skolem-
normaalvorm. Dan geldt:

FrrO <& I s onvervulbaar.

BEwiis

(=) Uit het ongeriymde. Stel dat F b O en dat F vervulbaar is. Dan bestaat er een
afleiding

Ri,Rs,...,Rp=0.

Uit de definitie van een afleiding volgt dat F' b R; voor (1 < 4 < n). Toepassing
van stelling 16.6.2 levert dat F' |= U(R;) voor (1 < ¢ < n). Als F vervulbaar is, dan
bestaat er een structuur A zodanig dat A = F. In combinatie met F' |= U(R;) volgt
hieruit dat dat A = U(R;) voor alle (1 <1< n). Omdat F b O, zijn er disjuncties

Rj en Rg, en een mgu o zodanig dat Rjo = Rpo voor 1 < 5 < k < n. Maar dan
moet gelden A= U(R o) en A = U(Ryo), wat onmogelifk is.

(<) Stel dat F' onvervulbaar is. Uit de stelling van Herbrand volgt, dat er een eindige
verzameling E& van grondinstanties van disjuncties uit F' bestaat die onvervulbaar
1s. Uit de volledigheid van de resolutie voor de propositielogica volgt nu dat er een
afleiding:

R17R27~~~7Rn: a

van O wit F/ bestaat. Uit het lifting lemma volgt dat deze afleiding kan worden ‘opge-
tild’ tot een afleiding

517527“'7577,:‘:‘

van O uit F', waarbij R; een grondinstantie i1s van S; (1 <7< n). =

16.7 Opgaven

1. Breng de volgende zinnen in Skolemnormaalvorm:
(a) —~[VaP(x)—=3yWzQ(y, z)].
(b) Ya[VyP(x,y)=>Vy=VzQ(y, 2)].

2. Bepaal, indien mogelijk, een mgu voor elk van de volgende verzamelingen:

(a) {P(f(=)), P(f(¥)},
(b) {P(f(z,a)), QUF(5,9)},
(¢) {P(z, f(x,a,y)), P(y, [(b,2,2))},
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(d) (P2, f(x,y),9(2,b,2)), P(h(y,a), f(h(y,2),b), g(w,y,a))}.
3. Bewijs met behulp van resolutie dat:
(a) Ve[A(z)— B(z)| F JzA(x)—3eB(x).
(b) YaJyR(z,y), VaVy[R(z,y)—=S(x,y)] F VeTyS(x, y).
(c) Fa[A(z) AVy(B(y)— Ry, z))] = Va[B(x)—3y(A(y) A R(z, y))].
4. Bewijs stelling 16.6.1.
5. Bewijs de bewering uit het bewijs van het lifting lemma dat Ao een mgu is voor de

verzameling bestaande uit de literalen in V; en de complementen van de literalen in

Va.



