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Introductie

In deze practicumopgave komt de stof uit colleges 12 t/m 15 aan de orde, kijk op Blackboard voor een
overzicht van de bij deze colleges behorende stof in het dictaat.

Wanneer je het practicum IN1305-A doet, hoef je opgave 4 over resolutie niet te maken.

Practicum maken

Je maakt het practicum in tweetallen. Denk individueel na over wat het antwoord moet zijn, maar ook
over hoe je het zou moeten opschrijven, en bespreek vervolgens je antwoorden met elkaar. Dit zijn belang-
rijke vaardigheden bij het leveren van overtuigende redeneringen, die je individueel moet beheersen. Op het
tentamen, zowel van TI1300 als van andere gerelateerde vakken, zul je het zelf moeten doen.

Als je geen practicumpartner kunt vinden, stuur dan een mailtje naar Harmjan Treep (harmjan.treep@gmail.com),
één van de student-assistenten van TI1300, met in het subject “practicum TI1300” of “practicum
IN1305,” afhankelijk van welk practicum je maakt. Hij zal tweetallen samenstellen en jullie emailsgewijs met
elkaar in contact brengen. Vervolgens werk je samen aan de volgende practica.

Inleveren

De uitwerking van deze opgave moet op papier worden ingeleverd in het postvakje “TI1300” of “IN1305,”
op de 7e verdieping, bij het verlaten van de lift direct links in het keukentje, rechts onderin de kast met
postvakjes. Let op dat je het juiste postvakje gebruikt. Zorg dat je ingeleverde document aan de volgende
eisen voldoet:

• meerdere vellen zijn aan elkaar vastgeniet, dus geen snelhechters, insteekhoezen, vouwtjes, scheurtjes,
paperclips, en andere fratsen.

• in elk geval op de eerste bladzijde staan jullie namen en studienummers en het practicumnummer,
alsmede de vakcode waarvoor je het practicum maakt,

• daaronder staan namen en studienummers van degenen met wie je overlegd hebt (indien van toepassing),

• bij iedere opgave staat het opgavenummer,

• ieder antwoord is goed leesbaar, in correct Nederlands of Engels geformuleerd en bevat een duidelijke
uitleg in je eigen woorden van hoe je aan dat antwoord komt,

• bij ieder antwoord is voldoende lege ruimte voor de assistenten om hun opmerkingen te plaatsen.

Bij voorkeur zijn de uitwerkingen op de computer gemaakt. Dit voorkomt enerzijds onduidelijkheden door
slordige correcties en anderzijds onleesbare handschriften. LATEX is een (gratis) opmaaksysteem gespecialiseerd
in teksten met veel mathematische symbolen. Op Blackboard staat instructie over het gebruik van LATEX.

mailto:harmjan.treep@gmail.com


Beoordeling

Het practicum is een verplicht studieonderdeel dat afgerond moeten worden met een voldoende, of bij een
onvoldoende het volgende jaar opnieuw gedaan moet worden. Je haalt een voldoende voor een reguliere
practicumopgave als je 60% van de punten behaalt. Voor een herkansing moet je 70% van de punten
behalen. Er zijn drie practicumopgaven die alledrie voldoende moeten zijn.

Feedback en vragenuur

Bij de beoordeling letten we op de correctheid, de duidelijkheid en volledigheid van de antwoorden. De
assistenten zullen feedback op je antwoorden op je antwoordvel zetten, en ook hun initialen, zodat je weet
tot wie je je met vragen kunt wenden. Bestudeer deze feedback goed, zodat je bij een volgende opgave—
bijvoorbeeld op het tentamen—niet dezelfde fouten maakt. Als je tijdens het maken van een opgave vragen
hebt, ergens niet uitkomt of achteraf vragen hebt over de feedback, ga dan in het vragenuur (dinsdagmiddag
na het college, van 12:30-13:30 in zaal E) naar de assistenten toe. Gebruik het vragenuur niet alleen om
je fouten achteraf in te zien maar ook om ze te voorkomen! We raden je aan om ook opgaven die je wel
voldoende, maar niet helemaal correct hebt beantwoord, opnieuw te maken en door een medestudent te
laten nakijken met behulp van de voorbeelduitwerking. Deze zal kort na de deadline op Blackboard geplaatst
worden, wat overigens de reden is dat we de inleverdeadline erg strikt hanteren.

Onvoldoende

Wanneer je minder dan 60% van de punten hebt gehaald (of als je de eerste deadline niet gehaald hebt),
krijg je per practicumopgave eenmaal de gelegenheid om toch een voldoende te halen. Maar je moet nu wel
70% van de punten voor de hele practicumopgave halen. Als je een herkansing ook niet haalt heb je een
onvoldoende voor het hele practicum. Je dient dan het hele practicum volgend jaar over te doen. Ook voor
de herkansing is weer een deadline, die op de opgave en op Blackboard te vinden is.

Te laat

Als je je antwoorden te laat inlevert, wordt je opgave niet meer nagekeken. Je enige kans is dan nog om alle
vragen van de herkansing te maken en daarmee 70% te scoren. Daarna is er geen herkansing meer, dus
als je de herkansing niet haalt of te laat inlevert, heb je een onvoldoende voor het hele practicum en moet je
het hele practicum het volgende jaar overdoen.

Fraude

Je mag bij dit practicum met andere studenten (dan je partner) overleggen over de opgave, maar je moet
samen met je partner je antwoord opschrijven, dus in jullie eigen woorden. Bovendien moet je op je uitwerking
vermelden met wie je overlegd hebt. Als je je hier niet aan houdt, dan zal de examencommissie hiervan op
de hoogte gesteld worden. Dat kan in het ergste geval leiden tot een jaar uitsluiting van de studie.
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1. Syntax van de predicatenlogica

(a) Laat voor elk van de volgende formules een ontledingsboom zien, en leg aan de hand van de ont-
ledingsboom per formule uit, welke variabelen gebonden danwel vrij zijn, en als ze gebonden zijn,
door welke kwantor.

i. (2 punten) (∀xP (x)→ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(P (x)→ Q(y)).

ii. (2 punten) ∀x(P (x, y)→ Q(x))→ ∃yR(a, f(x, y)).

iii. (2 punten) ¬(∀x∀y(P (x, a)→ ∃xR(x, y, z)) ∧ S(x, y)).

iv. (2 punten) ∀x(J(x)→ ∃y(M(y) ∧ ∃yH(x, y))).

Antwoord:

i. ∨

→

∀x

P

x

∀x

Q

x

∀x

→

P

x

Q

y

Alle (voorkomens van) variabele x zijn gebonden in deze formule. De meest linkse door de
∀x boven de P in de linkertak, de tweede van links door de ∀x boven de Q in de tweede
tak van links, en de twee rechter voorkomens van x door de ∀x bovenaan de rechtertak.

ii. →

∀x

→

P

x y

Q

x

∃y

R

a f

x y

De voorkomens van x onder P en Q zijn gebonden door de ∀x bovenaan de linkertak,
het voorkomen van y is niet gebonden door een kwantor, dus vrij. In de rechtertak is het
voorkomen van y gebonden door de ∃y bovenaan de rechtertak, en het voorkomen van x
nergens door, dus vrij.

iii. ¬

∧

∀x

∀y

→

P

x a

∃x

R

x y z

S

x y

Het voorkomen van x onder P in de meeste linkse tak is gebonden door de ∀x bovenaan
de linkertak van de boom, het voorkomen van x onder R is gebonden door de ∃x boven de
R, het voorkomen van y onder R is gebonden door de ∀y boven de →, het voorkomen van
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z onder R is niet gebonden, dus vrij. De voorkomens van x en y in de rechtertak (onder
de R) zijn beide niet gebonden, dus vrij.

iv. ∀x

→

J

x

∃y

∧

M

y

∃y

H

x y

Het voorkomen van x onder J is gebonden door de ∀x helemaal bovenaan de boom, het
voorkomen van y onder M is gebonden door de ∃y rechtsonder de →, het voorkomen van
x linksonder H is gebonden door de ∀x helemaal bovenaan de boom, en het voorkomen
van y rechtsonder H is gebonden door de ∃y boven H.

(b) (3 punten) Geef voor elk van de formules bij 1.a aan wat het bereik (de scope) van elk van de
kwantoren in de formule is. (Je mag dit doen door de formules over te schrijven en de scope van
elke kwantor te onderstrepen.)

Antwoord:

i. (∀xP (x)→ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(P (x)→ Q(y)).

ii. ∀x(P (x, y)→ Q(x))→ ∃yR(a, f(x, y)).

iii. ¬(∀x∀y(P (x, a)→ ∃xR(x, y, z)) ∧ S(x, y)). (dit klopt nog niet.)

iv. ∀x(J(x)→ ∃y(M(y) ∧ ∃yH(x, y))).

2. Semantiek van de predicatenlogica

(a) (7 punten) Zij K een eerste-ordetaal die de 1-plaatsige predicaatsymbolen N , Q, en T , en de namen
a en b bevat. Geef een structuur (genoteerd als de structuur bij vraag 2.b) waarin tegelijkertijd, alle
hieronder genoemde formules in de taal K waar zijn. Het domein van je structuur moet tenminste
4 objecten bevatten.

1. ∀x¬(Q(x) ∧ ¬T (x)),
2. Q(a),

3. ¬N(a),

4. N(b),

5. ¬T (b),
6. T (a),

7. ¬Q(b).

Antwoord: We noemen onze structuur bijvoorbeeld B. De taal K kent 3 predicaatsymbolen
(N , Q en T ), dus er moeten 3 relaties in de structuur zitten. Verder bevat de taal 2 namen (a en
b) dus daarvoor moeten er tenminste twee objecten in |B| (het domein van de B) zitten, aB = d0
en bB = d1. De structuur wordt dus B = 〈D;R0, R1, R2; d0, d1〉. We kunnen aan het domein
zoveel objecten toevoegen als we willen, zolang daarvoor formule 1 maar geldt: al deze objecten
mogen niet in QB − TB zitten, dus in het verschil van de verzamelingen die de interpretatie
van predicaatsymbolen Q respectievelijk T vormen. Het domein moet tenminste 4 elementen
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bevatten, dus we voegen 2 elementen toe, zodat het domein wordt D = {d0, d1, d2, d3}. We
kiezen NB = R0, QB = R1 en TB = R2. Vanwege formules 2 t/m 6 moet gelden dat d0 ∈ R1,
d0 ∈ R2 en d0 /∈ R0, en dat d1 ∈ R0, d1 /∈ R1 en d1 /∈ R2. Met R0 = {d1}, R1 = {d0}
en R2 = {d0} is de structuur compleet. De beide overige elementen d2 en d3 mag je in elke
(combinatie van) verzamelingen stoppen die je wilt, zolang ze (vanwege formule 1) maar niet
in R1 zitten zonder dat ze ook in R2 zitten.

(b) (7 punten) Zij L een eerste-ordetaal die de 1-plaatsige predicaatsymbolen A en B, het 2-plaatsige
predicaatsymbool R, en de namen a, b, c, d en e bevat.

Zij verder gegeven een structuur A = 〈D;R0, R1, R2; d0, d1, d2, d3, d4〉, waar

D = {d0, d1, d2, d3, d4},
R0 = {d0, d2, d3},
R1 = {d0, d1},
R2 = {(d0, d2), (d1, d1), (d2, d3), (d3, d3), (d3, d4)}.

De relatie tussen L en A is zo, dat AA = R0, BA = R1, RA = R2, aA = d0, bA = d1, etc.

Bepaal van elk van de volgende uitspraken of ze waar of onwaar zijn in de gegeven structuur A en
beargumenteer je antwoord. (Tip: maak eerst een plaatje waarin je de structuur visualiseert zoals
voor een andere structuur is gedaan in figuur 9.2 in Logica, p. 129.)

i. ∀x((A(x) ∧ ¬B(x))→ ∃y(R(x, y) ∧R(y, y)))

ii. ∃x((A(x) ∧B(x)) ∧ ∃y(R(x, y) ∧B(y)))

iii. ¬∀x(A(x) ∨ ¬∃y(A(y) ∧R(y, x)))

Antwoord: Uitspraken 1 en 3 zijn waar, 2 is onwaar.

1. Deze uitspraak is waar. Voor alle elementen x in de verzameling AA−BA (dus waarvoor
geldt A(x) ∧ ¬B(x), dit zijn d2 en d3) geldt dat er een element y bestaat waarmee x
een relatie heeft (een pijl van x naar y) en dat een relatie met zichzelf heeft. Voor beide
elementen in AA −BA is dit overigens hetzelfde element, d3.

2. Deze uitspraak is niet waar. Er bestaat geen x die in R0∩R1 zit en waarvoor een element
y bestaat waarmee x een relatie heeft, en dat in R1 zit. Er is wel een element (d0) in
R0 ∩ R1 dat een relatie met een ander element heeft (d2), maar dat andere element zit
niet in R1.

3. Deze uitspraak is waar. Het is het beste om deze uitspraak te herschrijven om hem goed
te kunnen interpreteren. Hiervoor kun je één van de equivalenties gebruiken die op het
college besproken is, en die in het dictaat staat, te weten ¬∀xA ≡ ∃x¬A (samen met
regels voor equivalenties van propositielogische formules):

¬∀x(A(x) ∨ ¬∃y(A(y) ∧R(y, x))) ≡ ∃x¬(A(x) ∨ ¬∃y(A(y) ∧R(y, x)))

≡ ∃x(¬A(x) ∧ ¬¬∃y(A(y) ∧R(y, x)))

≡ ∃x(¬A(x) ∧ ∃y(A(y) ∧R(y, x)))

Nu is duidelijk wat hier beweerd wordt: er bestaat een element x dat niet in AA zit en
waarvoor een element y bestaat dat wel in AA zit en dat een relatie met x heeft. Dit zijn
d3 en d4, dus deze uitspraak is waar in deze structuur.

(c) (7 punten) Maak een structuur met precies 4 objecten waarin de volgende formules allemaal tege-
lijkertijd waar zijn. Maak ook een visualisatie van je structuur (om het nakijken te vergemakkelijken),
maar een visualisatie alleen is onvoldoende. Leg duidelijk uit waarom elk van de uitspraken geldt
in jouw structuur.

i. ∀x((A(x) ∧ ¬B(x))→ ∃y(R(y, x) ∧ ¬B(y)))

ii. ∃x((¬A(x) ∧ ¬B(x)) ∧ ∃y(R(x, y) ∧A(y)))
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iii. ∃z((¬A(z) ∧ ¬B(z)) ∧ ¬∃y(A(y) ∧R(z, y)))

iv. ¬∀x(A(x) ∨ (B(x) ∨ ¬R(x, x)))

Antwoord: Een mogelijke visualisatie is de volgende:

A

B

a

b

c

d

We noemen de structuur B. Er zitten in de gebruikte taal twee 1-plaatsige predicaatsymbolen (A
en B), en één 2-plaatsig predicaatsymbool R, en er worden geen namen gebruikt. We hebben
dus B = 〈D;R0, R1, R2〉, en we kiezen AB = R0, BB = R1 en RB = R2.

1. Deze uitspraak zegt dat voor alle elementen in R0−R1 er een element moet bestaan dat
in relatie R staat tot het element in R0 − R1 en dat niet in R1 zit. Wanneer er geen
elementen in R0−R1 zitten, is deze uitspraak waar, dus op zichzelf dwingt deze uitspraak
ons niet een bepaald element toe te voegen. Wanneer we wel elementen aan R0 − R1

gaan toevoegen, moeten we in de gaten houden dat deze formule waar blijft.

2. Deze uitspraak zegt dat er een object is dat niet in R0 en niet in R1 zit, dus buiten de
beide verzamelingen, zodanig dat er een object in R0 bestaat waarmee dit element een
relatie heeft. Het gaat hier in het plaatje om respectievelijk elementen a en b die we
zullen interpreteren als d0 respectievelijk d1. Merk op dat d1 niet in R0 − R1 hoeft te
zitten—het kan ook in R0∩R1 zitten—maar in het huidige geval is d1 een object dat valt
onder de voorwaarde in uitspraak 1, en moeten we verifiëren dat die uitspraak nog geldt
in de structuur—dat blijkt zo te zijn, want d0 zit niet in R1.

3. Deze uitspraak zegt ons een element z buiten A en B toe te voegen dat geen relatie met
een element in A heeft. We voegen dus element c toe aan het plaatje en interpreteren
dat als d2.

4. De laatste uitspraak gaan we eerst herschrijven:

¬∀x(A(x) ∨ (B(x) ∨ ¬R(x, x))) ≡ ∃x¬(A(x) ∨ (B(x) ∨ ¬R(x, x)))

≡ ∃x(¬A(x) ∧ ¬(B(x) ∨ ¬R(x, x)))

≡ ∃x(¬A(x) ∧ ¬B(x) ∧ ¬¬R(x, x))

≡ ∃x(¬A(x) ∧ ¬B(x) ∧R(x, x))

Dit zegt ons dat er een element buiten R0 en R1 moet zijn dat een relatie met zichzelf
heeft. Dit is in het plaatje het vierde element d, dat we interpreteren als d3.

Samengevat is D = {d0, d1, d2, d3}, R0 = {d1}, R1 = ∅, en R2 = {(d0, d1), (d3, d3)}. Dit is
een mogelijke structuur, er zijn andere die ook voldoen.

3. Boommethode

(a) (6 punten) Inleiding In bepaalde gevallen kun je de boommethode gebruiken om een idee te
ontwikkelen over de (on)waarheid van een meta-bewering uit de propositielogica. (Uiteraard betekent
dit niet dat je zo’n boom als bewijs voor een ware meta-bewering mag opvoeren). Beschouw
bijvoorbeeld de volgende meta-bewering.
Bewering. Als A |= B → C dan B |= A→ C.

(Probeer eerst eens te bedenken of deze meta-bewering waar of onwaar is.)

Wanneer we het 2-plaatsige predicaat M(x, y) gebruiken om aan te geven dat valuatie x een model
is voor formule y, dan kunnen we de metabewering hierboven schrijven als:
Bewering. ∀x(M(x,A)→ (M(x,B)→M(x,C))) |= ∀x(M(x,B)→ (M(x,A)→M(x,C))).
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Merk op dat, hoewel A, B en C hoofdletters zijn, het namen zijn in de eerste-ordetaal waarin we
over deze metabewering redeneren—normaal gesproken gebruiken we kleine letters voor namen.

Opdracht Ga met behulp van de boommethode na of bovenstaande predicaatlogische bewering
waar of onwaar is. Leg uit hoe je antwoord volgt uit je boom. Als je denkt dat de bewering onwaar
is, geef dan een tegenvoorbeeld (een interpretatie) dat dit aantoont, laat zien hoe je dat uit de
boom afleidt, en leg uit hoe het tegenvoorbeeld de onwaarheid van de bewering laat zien.

Antwoord: Een boom voor deze redenering ziet er bijvoorbeeld als volgt uit.

1. * ∀x(M(x,A)→ (M(x,B)→M(x,C))) hypothese 1
2. X ¬∀x(M(x,B)→ (M(x,A)→M(x,C))) ¬-conclusie
3. X ∃x¬(M(x,B)→ (M(x,A)→M(x,C))) ∀-regel, 2
4. X ¬(M(a,B)→ (M(a,A)→M(a,C))) ∃-regel, 3
5. X M(a,B) ∧ ¬(M(a,A)→M(a,C)) →-regel, 4
6. M(a,B) ∧-regel, 5
7. X ¬(M(a,A)→M(a,C)) ∧-regel, 5
8. X M(a,A) ∧ ¬M(a,C) →-regel, 7
9. M(a,A) ∧-regel, 8

10. ¬M(a,C) ∧-regel, 8
11. X M(a,A)→ (M(a,B)→M(a,C)) ∀-regel, 1
12. X ¬M(a,A) ∨ (M(a,B)→M(a,C)) →-regel, 11

13. ¬M(a,A) ∨-regel, 12

sluit (9, 13)

14. X M(a,B)→M(a,C) ∨-regel, 12
15. X ¬M(a,B) ∨M(a,C) →-regel, 14

16. ¬M(a,B) ∨-regel, 15

sluit (6, 16)

17. M(a,C) ∨-regel, 15

sluit (10, 17)

Alle takken sluiten, dus de gegeven bewering is waar, en dus de gegeven meta-bewering ook—
probeer er eens een bewijs voor te vinden, maar dan in de vorm waarin we dat normaal gesproken
geven voor meta-beweringen. (Ik geef een bewijs helemaal aan het eind van dit practicum,
onderaan vraag 4.c.)

De afleiding in zo’n bewijs en de boom hierboven zijn alternatieve manieren om de geldigheid
van de bewering vast te stellen, hoewel een bewijs alleen van toepassing is voor een bewering
die waar is (een stelling is), terwijl de boommethode kan worden toegepast op alle beweringen,
waar of onwaar.

(b) (6 punten) Ga met behulp van de boommethode na of onderstaande bewering waar of onwaar is.
Leg uit hoe je antwoord volgt uit je boom. Als je denkt dat de bewering onwaar is, geef dan een
tegenvoorbeeld (een interpretatie) dat dit aantoont, laat zien hoe je dat uit de boom afleidt, en
leg uit hoe het tegenvoorbeeld de onwaarheid van de bewering laat zien.
Bewering. ∃x(P (x) ∧ ¬M(x)),∃x(M(x) ∧ ¬S(x)) |= ∃x(P (x) ∧ ¬S(x)).

Antwoord:
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1. X ∃x(P (x) ∧ ¬M(x)) hypothese 1
2. X ∃x(M(x) ∧ ¬S(x)) hypothese 2
3. X ¬∃x(P (x) ∧ ¬S(x)) ¬-conclusie
4. * ∀x¬(P (x) ∧ ¬S(x)) ∃-regel, 3
5. X P (a) ∧ ¬M(a) ∃-regel, 1
6. P (a) ∧-regel, 5
7. ¬M(a) ∧-regel, 5
8. X M(b) ∧ ¬S(b) ∃-regel, 2
9. M(b) ∧-regel, 8

10. ¬S(b) ∧-regel, 8
11. X ¬(P (a) ∧ ¬S(a)) ∀-regel, 4
12. X ¬P (a) ∨ ¬¬S(a) ∧-regel, 11

13. ¬P (a) ∨-regel, 12

sluit (6, 13)

14. X ¬¬S(a) ∨-regel, 12
15. S(a) ¬-regel, 14
16. X ¬(P (b)∧¬S(b)) ∀-regel, 4
17. X ¬P (b)∨¬¬S(b) ∧-regel, 16

18. ¬P (b) ∨-regel, 17

blijft open

19. X ¬¬S(b) ∨-regel, 17
20. S(b) ¬-regel, 19

sluit (10, 20)

Tenminste één van de takken blijft open, dus er is een structuur die tegelijkertijd alle premissen
waar maakt, en de conclusie onwaar. De redenering is dus inderdaad ongeldig.

Een tegenvoorbeeld-structuur kunnen we construeren door te kijken naar een openblijvende
tak van de boom. We moeten een structuur maken waarin alle formules waar zijn die in de
openblijvende tak geen ‘X’ hebben, dus formules 4(!), 6, 7, 9, 10, 15, en 18. Formule 4 is
weliswaar gebruikt om andere formules uit af te leiden (namelijk 11 en 16), maar blijft vanwege
de ∀ niettemin geldig (vandaar de ∗).

De formules die waar moeten zijn, zijn precies dezelfde als bij vraag 2.a, maar dan met elk pre-
dicaatsymbool steeds één letter eerder in het alfabet. De gevraagde structuur is dus structuur
B die bij het antwoord op vraag 2.a is gegeven, waarbij alleen de aanduiding van welke predi-
caatsymbolen door welke verzamelingen worden gëınterpreteerd moet worden aangepast aan de
hier gebruikte predicaatsymbolen. In deze structuur B zijn beide premisse-formules waar, want
aB zit in PB en niet in MB (premisse 1), en bB zit in MB maar niet in SB (premisse 2). De
conclusie is echter onwaar, want aB noch bB zit in PB maar niet in SB: aB zit wel in PB maar
ook in SB, en bB zit niet in SB maar ook niet in PB.

(c) (6 punten) Ga met behulp van de boommethode na of onderstaande bewering waar of onwaar is.
Leg uit hoe je antwoord volgt uit je boom. Als je denkt dat de bewering onwaar is, geef dan een
tegenvoorbeeld (een interpretatie) dat dit aantoont, laat zien hoe je dat uit de boom afleidt, en
leg uit hoe het tegenvoorbeeld de onwaarheid van de bewering laat zien.
Bewering. ∀xQ(x)→ ∀xP (x) |= ∃x(Q(x)→ P (x)).

Antwoord:
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1. X4 ∀xQ(x)→ ∀xP (x) hypothese 1
2. X3 ¬∃x(Q(x)→ P (x)) ¬-conclusie
3. ∗8,13 ∀x¬(Q(x)→ P (x)) ∃-regel, 2
4. X5,6 ¬∀xQ(x) ∨ ∀xP (x) →-regel, 1

5. X11 ¬∀xQ(x) ∨-regel, 4
11. X12 ∃x¬Q(x) ∀-regel, 5
12. ¬Q(a) ∃-regel, 11
13. X14 ¬(Q(a)→ P (a)) ∀-regel, 3
14. X15 Q(a) ∧ ¬P (a) →-regel, 13
15. Q(a) ∧-regel, 14

X (12,15)

6. ∗7 ∀xP (x) ∨-regel, 4
7. P (a) ∀-regel, 6
8. X9 ¬(Q(a)→ P (a)) ∀-regel, 3
9. X10 Q(a) ∧ ¬P (a) →-regel, 8

10. ¬P (a) ∧-regel, 9

X (7,10)

Alle takken van de boom sluiten, dus de redenering is geldig. De superscripts bij de Xs geven
aan welke formule van de formule is of zijn afgeleid.

4. Resolutie

(a) (2 punten) Breng de formules bij 1.a in prenexnormaalvorm.

Antwoord: Dit is een kwestie van geen fouten maken. Het helpt om dit elektronisch te doen,
want dan kun je steeds een formule naar de volgende regel kopiëren en er een kleine wijziging
in maken. Volg netjes de regels in het dictaat, en hernoem variabelen voordat je ze naar links
haalt, opdat ze niet plotseling vrije variabelen in een andere formule aan zich binden.

Je kunt overigens met behulp van de boommethode checken of de oorspronkelijke formulen en
de formule waar je naar hebt herschreven equivalent zijn: ze moeten elk uit de ander volgen.

1. (∀xP (x)→ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(P (x)→ Q(y)).

(∀xP (x)→ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(P (x)→ Q(y))

≡(¬∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y)) → wegwerken

≡(∃x¬P (x) ∨ ∀xQ(x)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y)) ¬∀ wegwerken

≡(∃x¬P (x) ∨ ∀zQ(z)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y)) x hernoemen naar z

≡∃x(¬P (x) ∨ ∀zQ(z)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y)) ∃x naar buiten brengen

≡∃x∀z(¬P (x) ∨Q(z)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y)) ∀z naar buiten brengen

≡∃x(∀z(¬P (x) ∨Q(z)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y))) ∃x naar buiten brengen

≡∃x∀z((¬P (x) ∨Q(z)) ∨ ∀x(¬P (x) ∨Q(y))) ∀z naar buiten brengen

≡∃x∀z((¬P (x) ∨Q(z)) ∨ ∀w(¬P (w) ∨Q(y))) x hernoemen naar w

≡∃x∀z∀w((¬P (x) ∨Q(z)) ∨ (¬P (w) ∨Q(y))) ∀w naar links, prenex NV

2. ∀x(P (x, y)→ Q(x))→ ∃yR(a, f(x, y)).
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∀x(P (x, y)→ Q(x))→ ∃yR(a, f(x, y))

≡∀x(¬P (x, y) ∨Q(x))→ ∃yR(a, f(x, y)) → wegwerken

≡¬∀x(¬P (x, y) ∨Q(x)) ∨ ∃yR(a, f(x, y)) → wegwerken

≡∃x¬(¬P (x, y) ∨Q(x)) ∨ ∃yR(a, f(x, y)) ¬∀ wegwerken

≡∃z¬(¬P (z, y) ∨Q(z)) ∨ ∃yR(a, f(x, y)) x hernoemen naar z

≡∃z(¬(¬P (z, y) ∨Q(z)) ∨ ∃yR(a, f(x, y))) ∃z naar buiten

≡∃z(¬(¬P (z, y) ∨Q(z)) ∨ ∃wR(a, f(x,w))) y herbenoemen naar w

≡∃z∃w(¬(¬P (z, y) ∨Q(z)) ∨R(a, f(x,w))) ∃w naar buiten

3. ¬(∀x∀y(P (x, a)→ ∃xR(x, y, z)) ∧ S(x, y)).

¬(∀x∀y(P (x, a)→ ∃xR(x, y, z)) ∧ S(x, y))

≡¬(∀x∀y(¬P (x, a) ∨ ∃xR(x, y, z)) ∧ S(x, y))

≡¬∀x∀y(¬P (x, a) ∨ ∃xR(x, y, z)) ∨ ¬S(x, y)
≡∃x¬∀y(¬P (x, a) ∨ ∃xR(x, y, z)) ∨ ¬S(x, y)
≡∃x∃y¬(¬P (x, a) ∨ ∃xR(x, y, z)) ∨ ¬S(x, y)
≡∃x∃y¬(¬P (x, a) ∨ ∃wR(w, y, z)) ∨ ¬S(x, y) x hernoemen naar w

≡∃x∃y∃w¬(¬P (x, a) ∨R(w, y, z)) ∨ ¬S(x, y) ∃w naar links

≡∃u∃v∃w¬(¬P (u, a) ∨R(w, v, z)) ∨ ¬S(x, y) x en y hernoemen

≡∃u(∃v∃w¬(¬P (u, a) ∨R(w, v, z)) ∨ ¬S(x, y)) ∃u naar links

≡∃u∃v(∃w¬(¬P (u, a) ∨R(w, v, z)) ∨ ¬S(x, y)) ∃v naar links

≡∃u∃v∃w(¬(¬P (u, a) ∨R(w, v, z)) ∨ ¬S(x, y)) ∃w naar links, prenex NV

4. ∀x(J(x)→ ∃y(M(y) ∧ ∃yH(x, y))).

∀x(J(x)→ ∃y(M(y) ∧ ∃yH(x, y)))

≡∀x(¬J(x) ∨ ∃y(M(y) ∧ ∃yH(x, y)))

≡∀x(¬J(x) ∨ ∃z(M(z) ∧ ∃yH(x, y))) y hernoemen

≡∀x(¬J(x) ∨ ∃z∃y(M(z) ∧H(x, y)))

≡∀x∃z(¬J(x) ∨ ∃y(M(z) ∧H(x, y)))

≡∀x∃z∃y(¬J(x) ∨ (M(z) ∧H(x, y))) prenex NV

(b) (2 punten) Breng de volgende zinnen in Skolemnormaalvorm:

i. ∀x∃yR(x, y).

Antwoord: Deze formule staat al in prenexnormaalvorm, dus de existentiële kwantor kan
hier direct geskolemiseerd worden.

∀x∃yR(x, y)

∀xR(x, f(x)) in Skolemnormaalvorm

ii. ∀x(B(x)→ ∃y(A(y) ∧R(x, y))).
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Antwoord: Zoals in het dictaat beschreven, moeten we een formule eerst herschrijven naar
prenexnormaalvorm, en de matrix daarvan in CNV brengen. Daarna kunnen we existentiële
kwantoren skolemiseren.

∀x(B(x)→ ∃y(A(y) ∧R(x, y)))

≡∀x(¬B(x) ∨ ∃y(A(y) ∧R(x, y)))

≡∀x∃y(¬B(x) ∨ (A(y) ∧R(x, y))) prenexNV

≡∀x∃y((¬B(x) ∨A(y)) ∧ (¬B(x) ∨R(x, y))) matrix in CNV

∀x((¬B(x) ∨A(f(x))) ∧ (¬B(x) ∨R(x, f(x)))) SkolemNV

(c) (6 punten) Bewijs met resolutie de volgende stelling:
Stelling. ∃x(A(x)→ B(x)) ` ∀xA(x)→ ∃xB(x).

Antwoord: Deze vraag is uit het practicum gehaald.

Antwoord: Hier is het bewijs van de meta-bewering bij vraag 3.a. We hebben daar al vastgesteld
dat de bewering waar is.

Stelling. Als A |= B → C dan B |= A→ C.

Bewijs. Stel dat A |= B → C, dus dat voor alle valuaties waarvoor geldt v(A) = 1 ook geldt dat
v(B → C) = 1. Te bewijzen is dat B |= A → C, oftewel dat voor alle valuaties waarvoor geldt
v(B) = 1 ook geldt dat v(A → C) = 1. Neem dus een willekeurige valuatie waarvoor v(B) = 1,
laten we deze valuatie w noemen. Te bewijzen is dat w(A→ C) = max(1−w(A), w(C)) = 1. We
maken nu een gevalsonderscheid.

w(A) = 0: Dan geldt w(A → C) = max(1 − w(A), w(C)) = max(1 − 0, w(C)) = 1, ongeacht de
waarde van w(C).

w(A) = 1: Nu geldt volgens de premisse dat, omdat w(A) = 1, ook w(B → C) = max(1 −
w(B), w(C)) = max(1 − 1, w(C)) = max(0, w(C)) = 1, dus moet w(C) = 1. Dan is
max(1− w(A), w(C)) = max(1− 1, 1) = 1.

In beide (elkaar wederzijds uitsluitende) gevallen, dus in het algemeen, geldt dus dat w(A→ C) = 1.
Omdat w willekeurig was gekozen uit alle valuaties waarvoor v(B) = 1, geldt voor alle valuaties
waarvoor v(B) = 1 dat v(A→ C) = 1, oftewel dat B |= A→ C. QED

Einde practicumopgaven


