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Voorwoord

Dit dictaat is sterk gebaseerd op het dictaat van Eva Coplakova en Bas Edixhoven
dat al geruime tijd in Delft en sinds 2007 ook in Leiden wordt gebruikt. Delen
van de hoofdstukken [[V] [V] [V]] en [VII] zijn gebaseerd op een dictaat van Ben de
Pagter.

Het doel van dit college is niet zozeer het leren van rekenvaardigheden in de
analyse, maar meer het begrijpen van de theorie daarachter, in het bijzonder het
leren omgaan met definities, stellingen en bewijzen. Hiermee hopen we een stevig
fundament te leggen voor de verdere studie in de wiskunde.

De naam “Wiskundige structuren” is een erfenis uit het verleden, en is nu
misschien aan herziening toe. In dit college worden, na enige voorbereidingen
over verzamelingen en afbeeldingen, de getalsystemen van natuurlijke, gehele, ra-
tionale en reéle getallen axiomatisch ingevoerd, en dus exact beschreven. Daarna
worden reéle rijen, limieten en reeksen bestudeerd, en vervolgens reéle functies,
limieten, continuiteit, de Riemann-integraal, en tot slot puntsgewijze en uniforme
convergentie van rijen van reéle functies.

Het dictaat eindigt met een index. Daarvoor staan er antwoorden en uitwer-
kingen van sommige opgaven (dit wordt aangegeven met het symbool #3). De
uitwerkingen zijn soms beknopt tot een aantal aanwijzingen.

Alle commentaar, maar liefst wel constructief, is welkom (liefst per email aan
één van de docenten).

Actuele informatie over de twee colleges zal te vinden zijn op blackboard,
respectievelijk in Delft en in Leiden.

Lenny Taelman
Mark Veraar

INHOUDSOPGAVE



Paradoxen

VERZAMELINGEN EN AFBEELDINGEN

Het begrip verzameling kennen we uit het dagelijks leven: een bibliotheek bevat
een verzameling van boeken, een museum een verzameling van kunstvoorwerpen.
We kennen verzamelingen ook uit de wiskunde: de verzameling van alle getallen,
de verzameling van alle punten in het platte vlak, de verzameling van alle op-
lossingen van een vergelijking; in feite kunnen we zeggen dat de hele wiskunde
opgebouwd is uit verzamelingen. Verzamelingen en hun eigenschappen zijn on-
derwerp van een breed wiskundig gebied — de verzamelingenleer.

Ongeveer honderd jaar geleden begonnen wiskundigen met een groot enthou-
siasme verzamelingen overal te gebruiken: het was heel handig elementen die een
bepaalde eigenschap hadden als een geheel, een verzameling, te beschouwen. Maar
heel snel ontstonden problemen: sommige groepen elementen leidden tot tegen-
spraken: men stuitte op paradoxen. Blijkbaar kunnen niet alle eigenschappen
gebruikt worden om nieuwe verzamelingen te vormen.

We zullen twee van die tegenspraken bekijken.

1.0.1 Voorbeeld. Paradox van Russell In een dorp woont kapper Hans die
alléén die mannen uit het dorp scheert die zichzelf niet scheren. Wie scheert
kapper Hans?

Het is duidelijk dat er twee mogelijkheden zijn: kapper Hans scheert zichzelf
of hij scheert zichzelf niet. Als hij zichzelf scheert dan scheert de kapper hem niet,
maar hij zelf is de kapper, dus hij kan zichzelf niet scheren. Aan de andere kant,
als hij zichzelf niet scheert dan moet hij, de kapper, zichzelf toch scheren. We
zien dat geen van de mogelijkheden mogelijk is, we krijgen een paradox. _mm

1.0.2 Voorbeeld. Paradox van Berry Een van de basiseigenschappen van na-
tuurlijke getallen is dat elke niet-lege verzameling natuurlijke getallen een klein-
ste element bevat. Beschouw nu alle natuurlijke getallen die beschreven kunnen
worden in het Nederlands met behulp van ten hoogste honderd letters. Het Ne-
derlandse alfabet heeft 26 letters, dus met behulp van honderd letters of minder
kunnen we ten hoogste 26 + 262 + 263 + - -- + 26100 getallen beschrijven (niet
elke lettercombinatie is zinvol, en ook niet elke zinvolle combinatie van letters
beschrijft een natuurlijk getal). Er zijn oneindig veel natuurlijke getallen, dus de
verzameling getallen die niet met honderd letters of minder te beschrijven zijn is
ook oneindig en dus zeker niet leeg. Deze verzameling moet dus een kleinste ele-
ment bevatten. Zij n het kleinste natuurlijke getal dat niet met honderd letters of
minder te beschrijven is. Maar we hebben n net met minder dan honderd letters
beschreven! _

Om paradoxen te vermijden moeten we voorzichtig zijn met wat we verzame-
ling zullen noemen: niet elke collectie mag een verzameling zijn.
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Er zijn vaste axioma’s (grondregels) ingevoerd die het bestaan van sommige
verzamelingen garanderen en beschrijven hoe we nieuwe verzamelingen uit oude
kunnen maken, welke operaties met verzamelingen zijn toegestaan en welke ei-
genschappen ze hebben. Uitgaande van de axioma’s en met behulp van logica
kunnen we verdere eigenschappen van verzamelingen bewijzen. We zullen nu niet
diep in de axioma’s duiken, we zullen ons concentreren op het werken met verza-
melingen. We zullen operaties met verzamelingen definiéren en de belangrijkste
eigenschappen afleiden. Een volledige lijst van axioma’s voor de verzamelingenleer
is te vinden in Appendix

I.1 _Notatie

Verzamelingen bevatten elementen; als A een verzameling is en x een element
van A dan schrijven WEE|
x € A.

Om aan te geven dat y geen element van A is schrijven we

y¢ A

We gebruiken de notatie {1} voor de verzameling die alleen het getal 1 bevat,
{1, 2} is een verzameling die twee elementen bevat, namelijk de getallen 1 en 2.
De verzameling {a, b, ¢, d, e} heeft minstens één en hoogstens vijf elementen: het
hangt ervan af hoeveel gelijkheden er gelden tussen de niet gespecificeerde elemen-
ten a, b, c,d, e. De verzameling die geen elementen bevat heet de lege verzameling
en wordt genoteerd als @.

Elementen van een verzameling kunnen ook verzamelingen zijn, bijvoorbeeld
A ={3,{2},{4,5}} heeft elementen 3, {2} en {4,5}. Er geldt dus 3 € A maar
2 ¢ A; er geldt echter {2} € A.

In de wiskunde zijn verzamelingen die getallen als elementen bevatten van
groot belang. We gebruiken de letter N voor de verzameling van alle natuurlijke
getallen: N = {0,1,2,3,...}f]Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} voor de verza-
meling van alle gehele getallen, Q voor de verzameling van alle breuken 2 met
p,q € Z en q # 0, R voor de verzameling van alle reéle getallen en C voor de
verzameling van alle complexe getallen. Uiteindelijk zullen we deze getalsystemen
(behalve C) exact beschrijven door middel van gegevens en eigenschappen, en,
uitgaand van N, constructies schetsen van Z, Q en R. Tot het zover is gaan we
op een informele manier met deze getalsystemen om.

Als A een verzameling is dan wordt de verzameling van alle elementen uit A
die een eigenschap E hebben als volgt genoteerd: {x €A: E(x)}

I.1.1 Voorbeeld.

(i) De verzameling Ry = {z € R : > 0} is de verzameling van alle positieve
reéle getallen. Deze verzameling is niet leeg want 5 € Ryy. Daarentegen is
{r e R:x > b5enax < 2} leeg; er is geen reéel getal te vinden dat tegelijk
groter dan 5 en kleiner dan 2 is.

(ii) De verzameling van alle reéle oplossingen van de vergelijking sin(rz) = 0
kunnen we kort als volgt schrijven: A = {z € R : sin(rz) = 0}. Analoog,
de verzameling B = {z € R : cos(mz/2) = 0} is de verzameling van alle
oplossingen van de vergelijking cos(mz/2) = 0.

1Verzamelingen worden vaak, maar niet altijd, met behulp van hoofdletters genoteerd en hun
elementen met behulp van kleine letters. We zullen ook verzamelingen tegenkomen waarvan de
elementen weer verzamelingen zijn.

2Pas op, er zijn auteurs die N anders definiéren, namelijk {1,2,3,...}. Een goede alternatieve
notatie voor N is Z>(; deze maakt meteen duidelijk dat 0 € N.

1.1 NOTATIE



1.1.2 Definitie.

(i) Twee verzamelingen zijn aan elkaar gelijk als ze dezelfde elementen hebben,
dat wil zeggen, A = B als ieder element van A element van B is, en ieder
element van B element van A.

(ii) Als elk element van A element van B is zeggen we dat A een deelverzameling
van B is.

Notatie’] A C B.
Hieruit volgt dat A = B dan en slechts dan als A C Ben B C A.

1.1.3 Voorbeeld.

(i) De verzamelingen A = {1,2,3} en B = {3,3,3,2,2,1} hebben dezelfde ele-
menten en zijn dus aan elkaar gelijk. We kunnen schrijven: A = B.

(ii) Beschouw de verzamelingen A en B uit Voorbeeld (ii). Als x een geheel
getal is dan is sin(wz) = 0; dit betekent dat Z C A. Aan de andere kant, als
sin(mx) = 0 dan moet = een geheel getal zijn; dit betekent dat A C Z. We heb-
ben bewezen A = Z: de verzameling van alle oplossingen van de vergelijking
sin(rz) = 0 is de verzameling van alle gehele getallen.

(iii) Analoog kunnen we bewijzen dat alle oplossingen van cos(mz/2) = 0 de ver-
zameling van alle oneven gehele getallen is: B = {Qk: +1:ke Z}ﬁ

(iv) De verzamelingen A = {0,{1,2,3},4} en B = {0,1,{2,3},4} zijn niet aan
elkaar gelijk. Immers 1 ¢ Aen 1 € B.

— .

Intervallen 1.1.4 Voorbeeld. Belangrijke deelverzamelingen van de reéle rechte (de verza-
meling van alle reéle getallen) zijn intervallen. We onderscheiden begrensde en
onbegrensde intervallen.

(i) Begrensde intervallen: Voor a,b € Ris (a,b) = {x € R:a < z < b}
een open interval, [a,b] = {x € R : a < x < b} een gesloten interval, en
[a,b) ={z e R:a <z <b}en (a,b] = {x € R:a <z < b} zijn halfopen
(of halfgesloten) intervallen. Als nodig, dan kunnen we (a,b] links-open en
rechts-gesloten noemen, enzovoorts.

(ii) Onbegrensde intervallen: Zij a € R, dan zijn (a,00) = {z € R: z > a}
en (—oo,a) = {x € R: x < a} open intervallen, en [a,00) = {zr € R: z > a}
en (—oo,a] = {z € R: z < a} gesloten intervallerﬂ Ook de hele reéle rechte
kan beschouwd worden als een onbegrensd interval: R = (—o0, 00), dat zowel
open als gesloten is.

1.1.5 Voorbeeld.

(i) Er geldt (0,1) C (0,1] want elk element van (0, 1) is ook een element van (0, 1],
maar (0,1] Z (0,1) omdat 1 een element van (0, 1] is maar niet van (0, 1).

(ii) @ is een deelverzameling van elke verzameling, want voor iedere z € @ geldt
x € A (immers, er is geen x € &, dus er is niets te controleren).

3Voor strikte inclusie wordt vaak “C” gebruikt, en “C” is ook een gebruikelijke notatie voor
“deelverzameling”.

4Strikt genomen is deze notatie niet toegelaten in het door ons gebruikte systeem van axi-
oma’s voor verzamelingstheorie, maar de betekenis is duidelijk. Een correcte notatie zou zijn:
{zx €Z:eriseenk € Z zodat © = 2k + 1}.

5Het hier gebruikte symbool oo is geen element van R, het staat slechts voor het begrip
‘oneindig’.
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Cartesisch product

(iii) Het open interval (0, —1) is leeg, en gelijk aan het gesloten interval [0, —1].

— .
Het volgende begrip wordt vaak gebruikt.

1.1.6 Definitie. Het Cartesisch product van twee verzamelingen A en B is de
verzameling geordende paren

AxB:{(a,b):aeAenbeB}ﬁ
De volgorde van elementen van een geordend paar is belangrijk: als a # b dan
(a,b) # (b,a). Twee geordende paren (a,b) en (a’,b') zijn aan elkaar gelijk dan
en slechts dan als a =a’ en b =1b'.
1.1.7 Voorbeeld.
(i) Zij A = {0,1,2} en B = {0,3}. Het Cartesisch product van A en B is de

volgende verzameling
A x B ={(0,0),(0,3),(1,0),(1,3),(2,0),(2,3)}.

(ii) Zij R de reéle rechte. Dan is R x R de verzameling van alle punten in het
platte vlakﬂ

Opgaven

&

. ZijV ={-3,-2,—-1,0,1,2,3}. Vind een eigenschap P z6 dat elke van de volgende

Verzamehngen is te schrijven in de vorm {a: eV:P(x } en bewijs dat deze twee
verzamelingen aan elkaar gelijk zijn.

(a) A={1,2,3}
(b) B={0,1,2,3}
() C={=2-1}
(d) —{ 2,0,2};
() E

. Wat is het aantal elementen van de volgende verzamelingen:

a) A={0,2,4,...,22};
b) B ={1,{2},{{2}}};
C={{{1}}};

D ={a};
E={1,{1,2,3,4,5}}.

=

C

(
(
(
(d
(e
(
(
(
(

= = =

&
~

Vind alle deelverzamelingen van {0, 1}.
b
c
d

~—

Vind alle deelverzamelingen van {0, 1, 2}.

~

Vind alle deelverzamelingen van {0, 1,2, 3}.

~—

7ij A een eindige verzameling, d.w.z., een verzameling die maar eindig veel
elementen bevat] Vind een verband tussen het aantal elementen van A en
het aantal deelverzamelingen van A, en bewijs je vermoeden.

6Helaas zijn onze notaties voor een geordend paar (a,b) van reéle getallen en het open interval
(a, b) gelijk. De lezer zal iedere keer de juiste keuze moeten maken op grond van de context.

"In plaats van R x R schrijven we vaak R2.

8Voor de duidelijkheid: het regle interval (0, 1) heet dan misschien wel eens een eindig interval,
maar het is géén eindige verzameling.
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# 4. Laat A de verzameling van alle even natuurlijke getallen, B de verzameling van

#

alle natuurlijke getallen die deelbaar door 3 zijn en C' de verzameling van alle
natuurlijke getallen die deelbaar door 6 zijn. Bewijs of weerleg:

a) AC B;
b) ACC,
¢) BCC;
d) B C A4
e) CC A
) CCB.

. Bewijs: voor elke verzameling A geldt dat @ C A en A C A.

. Welke van de volgende verzamelingen zijn aan elkaar gelijk? Bewijs je bewering

of geef een tegenvoorbeeld.
(a) A={ne€Z:|n| <2}
(b) B={n€eZ:n*>=n};
(c) C={neZ:n*><n}
(d) E={-1,0,1}.

53

. Geef de precieze voorwaarden op de verzamelingen A en B opdat Ax B = B x A.

. Voor elke verzameling A zij P(A) de verzameling van alle deelverzamelingen

van A (deze heet de machtsverzameling van A). Geef de lijst van elementen
van P(A) x P(B), waarbij A = {0,1} en B = {&}.
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.2 Operaties op verzamelingen

De basisoperaties op verzamelingen zijn als volgt gedefinieerd.
1.2.1 Definitie. Zij Q een verzameling. Voor deelverzamelingen A en B van §)
definiéren we

(i) het complement van A in Q door
O\A={recQ:z¢A}

(we schrijven vaak A€ als duidelijk is wat de verzameling 2 is);
(ii) de wereniging van A en B door

AUB={ze€Q:xz € Aof z € B};
(iii) de doorsnede van A en B door

ANB={z€Q:x€ Aenzx € B}.
(iv) het verschil van A en B door

A\B={ze€Q:x€Aenzx ¢ B}.

1.2.2 Opmerking. In de bovenstaande definitie hangen AU B, AN B en A\B
niet af van de verzameling () waarin dit alles gebeurt. We zullen dan ook in deze
gevallen deze € niet meer altijd noemen.

1.2.3 Voorbeeld. Beschouw weer de verzamelingen A en B uit Voorbeeld [[.1.1J(ii).
Dan is AN B de verzameling van alle getallen die oplossingen zijn van beide ver-
gelijkingen sin(mz) = 0 en cos(rz/2) = 0, en AU B is de verzameling van alle
getallen die oplossingen zijn van tenminste één van die twee vergelijkingen. Om-
dat A=Z en B= {2k +1:k € Z} is het niet moeilijk in te zien dat AN B = B
en AUB = A. o

Om doorsnede en vereniging van A en B te illustreren kunnen we Venn-dia-
grammen tekenen. In Figuur zijn de doorsnede AN B en de vereniging AU B
getekend. De Venn-diagrammen zijn ook handig om allerlei eigenschappen van de
basisoperaties te vinden; zie bijvoorbeeld Opgaven en

A B @ A B @

Figuur 1.1: Doorsnede en vereniging van A en B

1.2.4 Definitie. Twee verzamelingen A en B heten disjunct als AN B = &.

1.2.5 Voorbeeld.
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Vereniging en
doorsnede van
oneindig veel

verzamelingen

(i) De verzamelingen A = {x € R : z > 9} en B = {0,1/2} zijn disjunct:
AN B = @ want alle elementen van A zijn reéle getallen groter dan 9 en geen
element van B is groter dan 9.

(ii) De verzamelingen C' = (—3,7) en D = (1,33] zijn niet disjunct; immers
2 CND want -3 <2 < men 1l < 2 < 33. In feite bevat de doorsnede
oneindig veel elementen: C N D = (1, 7).

— .

In Figuur |1.2] zijn Venn-diagrammen voor drie respectievelijk vier deelverza-
melingen van ) getekend. Venn-diagrammen voor meer dan vier verzamelingen
zijn lastig: het is niet makkelijk om in een overzichtelijke manier alle mogelijke
doorsneden in één plaatje te krijgen.

A B 9} A Q

Figuur 1.2: Venn-diagrammen voor drie en vier verzamelingen

In de wiskunde onderzoeken we vaak oneindige objecten: er zijn oneindig veel
natuurlijke getallen, oneindig veel breuken, oneindig veel punten in het platte
vlak, oneindig veel lijnen, oneindig veel functies. Daarvoor is de taal van de
verzamelingenleer ook handig.

We kunnen ook de doorsnede en de vereniging van willekeurig veel verzame-
lingen definiéren:

1.2.6 Definitie. Laat 2 een verzameling zijn. Laat L een verzameling zijn, en
voor elke A € L, Ay een deelverzameling van 2. Dan:

ﬂAA:{xEQ:voorelke)\ELgeldtxeA)\}
AEL
en
UAA:{xGQ:eriseen)\ELmetxEAA}.
AEL

1.2.7 Voorbeeld. Beschouw de verzameling N van alle natuurlijke getallen. Voor
elke n € N zij A, = (0,1/(n + 1)]. We bewijzen dat [,.yAn = &. Immers,
neem aan dat [,y An # @. Danis er een x € R met x € [,y An. Volgens
Definitie ligt  in elk interval (0,1/(n + 1)], dat wil zeggen, voor elke n € N
geldt 0 < z < 1/(n+ 1). We krijgen een tegenspraakﬂ voor alle n € N met
n+1>1/x geldt dat 1/(n+1) < z.

Beschouw nu voor elke n € N de verzameling B, = (0,n]. We bewijzen
nu dat {J, ey Bn = (0,00). Volgens Definitie moeten we laten zien dat
Unen Bn € (0,00) en (0,00) € |, e Bn- We bewijzen nu de eerste inclusie. Laat
x € U, en Bn- Volgens Definitie is er een n € N met x € (0,n]. Hieruit volgt
dat = € (0,00). Nu de tweede inclusie. Laat z € (0,00). Neem dan een n € N
met 2 < n, dan x € (0,n] en bijgevolg x € |,y Bn- _

9 Dit soort bewijs heet bewijs uit het ongerijmde. Het werkt als volgt: Om een bewe-
ring te bewijzen (in ons geval: mneN Ap = @) kunnen we het tegengestelde veronderstellen
(Nyen An # 2) en laten zien dat dit tot een onjuiste bewering, een tegenspraak, leidt (er is een
z€Reneriseenn € Nzédat x <1/(n+1)énax>1/(n+1)).
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Opgaven

1. (Wetten van de Morgan) Zij  een verzameling. Bewijs dat voor alle deelver-
zamelingen A en B van € geldt

A (a) Q\(ANB)=(Q\A)U(Q\B);
(b) Q\(AUB) = (2\A)N(Q\B).

2. Zij 2 een verzameling. Formuleer en bewijs de Wetten van de Morgan
(a) voor drie deelverzamelingen van ;

(b) voor vier deelverzamelingen van 2.

3. Bewijs dat voor alle verzamelingen A, B en C geldt
() B\(B\A)=ANB;
(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
(c) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQO).
4. (a) Zijj A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Vind ANA, AUAen A\ A.
(b) Zij A een willekeurige verzameling. Vind en bewijs een algemene regel voor

ANA AUAen A\ A.

5. Beschouw de verzamelingen A = {x e N:z > 15} en B = {x € N : 2 < 20}.
Beschrijf nu N\ A, N\ B, AN B en AU B met soortgelijke formules.

6. Zij K = {1,2,4}. Vind U cx Ar en (¢ Ar als gegeven is:

(a) Ap={F}
(b) Ap=[k—1,k+1];
(c) Ay = (k,00).

*# 7. Beschouw voor elke n € N de verzameling A, = {r e R:1/2" <z < 2+ 1/2"}.
(a) Vind (,,cn An-
(b) Vind U, ey An-

8. Laat A, B en C deelverzamelingen zijn van Q.
(a) Wat is het verband tussen AU (B\C)en (AUB)\ (AUC)?
(b) Wanneer geldt AU(B\C)=(AUB)\ (AUC)?

9. Vereenvoudig de volgende uitdrukking met behulp van Venn-diagrammen:

(ANBNCY)U(ANBND)U(ANBNCND).
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.3 Functies

Tedereen is ongetwijfeld in veel situaties het begrip functie tegengekomen; vaak
als een voorschrift dat aan elk getal een ander getal toevoegt, bijvoorbeeld de
functie f(x) = x? die aan elk getal zijn kwadraat toevoegt. Er zijn echter veel
meer mogelijkheden, we hoeven ons niet tot getallen te beperken: het voorschrift
dat aan elke auto zijn kenteken toevoegt, het voorschrift dat aan elke persoon zijn
geboortedatum toevoegt, of de kleur van zijn ogen zijn ook functies. Een functie
kan gegeven worden door een formule (bijvoorbeeld f(x) = x2), maar ook als een
grafiek (bijvoorbeeld het verloop van de koers van aandelen in de tijd), of een
tabel (bijvoorbeeld tentamencijfers van studenten die aan een tentamen hebben
plaatsgenomen).

Om algemene eigenschappen van functies af te leiden en ze te kunnen gebruiken
moeten we eerst afspreken welke voorschriften functies definiéren, en ook wat een
functie precies is, zodat we bijvoorbeeld over gelijkheid kunnen praten. Informeel
gesproken is een functie van A naar B een voorschrift dat aan elk element van A
precies één element van B toevoegt. Een formele definitie gaat met behulp van
Cartesisch product van A en B.

1.3.1 Definitie. Een functiﬂ van A naar B is een tripel (A4, B, f) met f een
deelverzameling van A x B met de volgende eigenschap:

voor iedere a € A bestaat er precies één b € B zodanig dat (a,b) € f; deze
b noteren we als f(a).

Notatie: f: A — B, en a— f(a).

De verzameling A heet het domein en B het codome'mE van f. De verzameling
van alle geordende paren (a,b) € f heet de grafiek van f. In plaats van ‘(a,b) € f’
schrijven we vaak ‘f(a) = 0. Als (a,b) € f dan noemen we b het beeld van a onder
f en a een origineel van b onder f. Merk op dat volgens deze definitie een functie
gegeven wordt door haar domein, haar codomein en haar grafiek. Voor twee
afbeeldingen f: A — B en g: C — D geldt dus dat f = g precies dan als geldt:
A=C,en B= D, en voor alle a € A geldt f(a) = g(a).

1.3.2 Voorbeeld. De afbeeldingen f: R — R, z +— 2% en g: R — R, x — |z|?
zijn dus gelijk, ook al zijn ze gegeven door verschillende formules. -

1.3.3 Voorbeeld. Laat A de verzameling zijn van alle studenten van TU Delft.
Dan hebben we functies f: A — N en g: A — R die elk element van A naar
hun studienummer sturen. Deze functies zijn niet gelijk, want de codomeinen zijn
verschillend. _

1.3.4 Opmerking. Volgens de definitie van een functie heeft elk element van het
domein precies één beeld. Een element van het codomein kan echter géén origineel
hebben, of één of meerdere originelen hebben.

Beschouw bijvoorbeeld f: R — [—1,1] gegeven door f(x) = sin(mwz). Voor
elke z € R is de waarde van x onder f uniek bepaald, maar het getal 0 € [—1, 1]
heeft oneindig veel originelen: voor elke x € Z geldt f(z) = 0.

1.3.5 Definitie. Laat A en B twee verzamelingen zijn en zij f: A — B.

10Functies worden vaak ook afbeeldingen genoemd.
1Voor domein en codomein worden ook wel de namen bron(verzameling) en doel(verzameling)
gebruikt.
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(1) f heet injectief als voor alle a3 € A en az € A met f(a1) = f(az) geldt
dat a1 = as. (Met andere woorden, verschillende elementen van A moeten
verschillende beelden hebben.)

(ii) f heet surjectief als voor elke b € B er een a € A bestaat met f(a) =b. (Met
andere woorden, als de verzameling van beelden de hele verzameling B is.)

(iii) f heet bijectief als f injectief en surjectief is. (Met andere woorden, als er
voor iedere b € B er precies één a € A is met f(a) =b.)

(iv) Het beeld van f is de verzameling van b € B waarvoor er een a € A is met
b= f(a). Het is een deelverzameling van B. Notaties: f[A] of {f(a):a € A}
of {b € B : er bestaat een a € A met b = f(a)}.

1.3.6 Opmerking. Voor A en B verzamelingen, en f: A — B geldt dus dat f
surjectief is precies dan als f[A] = B.

Als A en B eindig zijn dan is het makkelijk functies van A naar B grafisch
weer te geven: zie de volgende voorbeelden.

1.3.7 Voorbeeld. Zij A = {1,2} en B = {a,b,c} met a, b en ¢ verschillend.
De functie f: A — B, gedefinieerd door f(1) = c en f(2) = b, is injectief want

verschillende elementen van A hebben verschillende beelden, maar niet surjectief
omdat a € B geen beeld is van een element van A (zie Figuur [1.3)).

A B

®
®
ebig

Figuur 1.3: Een injectieve, niet surjectieve functie f: A — B

— .

1.3.8 Voorbeeld. Zij A = {1,2,3} en B = {a,b} met a en b verschillend. De
functie f: A — B, gedefinieerd door f(1) =b, f(2) = a en f(3) = b, is surjectief
want elk element van B is een beeld van een element van A, maar niet injectief
omdat de elementen 1 en 3 verschillend zijn en toch hetzelfde beeld hebben (zie

Figuur .

A B
e‘x:
©

Figuur 1.4: Een surjectieve, niet injectieve functie f: A — B

1.3 FUNCTIES
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ordo)

Figuur 1.5: Een bijectieve functie f: A — B

1.3.9 Voorbeeld. Zij A = {1,2,3} en B = {a, b, ¢} met a, b en ¢ verschillend. De
functie f: A — B, gedefinieerd door f(1) =b, f(2) = c en f(3) = a, is surjectief
en injectief (zie Figuur .

— .

Een functie a: N — B noemen we soms ook een r7j in B. We schrijven dan
vaak a, in plaats van a(n); een gebruikelijke notatie is (an)nen (merk wel op dat
we dan eigenlijk het codomein niet meer noemen, er is dus al enige mate van

slordigheid).

1.3.10 Voorbeeld. De functie f : N — R gegeven door f(n) = 1/(n + 1)
is dan de reéle rij (1/(n + 1))nen. Deze functie is injectief (als n # m dan
1/(n+ 1) # 1/(m + 1)), maar niet surjectief omdat (bijvoorbeeld) het getal 0
uit het codomein van f geen origineel heeft (er is geen natuurlijk getal n met
1/(n+1)=0).

o 1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1
15 3 1 5 § 7 8

Figuur 1.6: De rij (1/(n + 1))nen als een functie f: N — R
— .

Laat I C R een interval zijn, en f: I — R. Om f grafisch weer te geven
tekenen we meestal de grafiek als deelverzameling van I x R: zoals uit de definitie
volgt is de grafiek de verzameling van alle punten van de vorm (z, f(z)) met z € I.

I.3.11 Voorbeeld. De functie f: R — [0,00) gegeven door f(x) = x? is niet
injectief: de punten —1 en 1 horen tot het domein van f, er geldt —1 # 1 maar
f(=1) = (=1)? = 12 = f(1) (zie Figuur [L.7). Zij is wel surjectief: voor elke
y € [0,00) is er een 2 € R met f(x) = y; neem bijvoorbeeld z = |/y.

Door het domein of het codomein van een functie te veranderen krijgen we
een nieuwe functie die geheel andere eigenschappen kan hebben. Bijvoorbeeld,
g: R — R gegeven door g(z) = 22 is niet surjectief, en h: [0, 00) — [0, c0) gegeven
door h(z) = 2? is injectief en surjectief. -

1.3.12 Voorbeeld. Er bestaat geen functie van {0, 1,2,3} naar N die surjectief
is. Immers, zij f: {0,1,2,3} — N een afbeelding. De verzameling N is oneindig
en dus is X = N\ {f(0), f(1), f(2), f(3)} niet leeg (X is zelfs oneindig). Kies een
b € X, dan heeft b geen origineel onder f. _ =

12
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Samenstelling
van functies

y-as

-1 1 T-as

Figuur 1.7: Grafiek van de functie f(z) = 22

Een van de mooie eigenschappen van bijectieve functies is dat ze een inverse
hebben. We zullen later zien dat als f bepaalde ‘mooie’ eigenschappen heeft
(bijvoorbeeld continu is) deze eigenschappen door de inverse van f geérfd worden.
Het volgende begrip is essentieel voor het definiéren van inverse functies, maar
zeker nog belangrijker op zichzelf.

1.3.13 Definitie. Laat f: A — B en g: B — C twee functies zijn. De samen-
stelling van f en g is de functie go f: A — C gedefinieerd door

(9o f)(a) =g(f(a)).

We lezen g o f als “g na f7.

1.3.14 Voorbeeld. De functie f: R — [—1,1] is gegeven door f(z) = sinz, en
de functie g: [-1,1] — R door g(x) = x?. Danis fog: [-1,1] — [-1,1] de
functie gedefinieerd door (f o g)(x) = sin(z?), en go f: R — R is gedefinieerd
door (go f)(x) = (sinx)?.

Als f: A— Ben g: B— A functies zijn die samengesteld kunnen worden tot
go fen fog geldt niet altijd dat fog=go f. Als A # B dan kan f o g al zeker
niet gelijk zijn aan g o f, want de domeinen verschillen. ==

1.3.15 Stelling. De samenstelling van functies is associatief, dat wil zeggen,
ho(gof)=(hog)of
voor alle f: A— B, g: B—Cenh:C — D.

Bewijs. Neem aan f: A — B, g: B— C en h: C — D drie willekeurige functies
zijn. De identiteit volgt uit het feit dat voor elke a € A geldt

(o (gof))(a)=h((go f)(a)) =h(g(f(a)))

((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) =n(g(f(a))).
n

1.3.16 Definitie. Voor A een verzameling definiéren we de functie id4: A — A,
gegeven door a — a. Deze functie heet de identieke functie van A.

1.3.17 Opmerking. Als A en B verzamelingen zijn, en f: A — B, dan geldt
foids = f=idgo f.

1.3 FUNCTIES
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Inverse functies

Opgaven

Zij f: A — B een bijectie. We definiéren in B x A de volgende deelverzameling
g={(b,a) e Bx A: (a,b) € f}.

Merk op dat g een functie is van B naar A. Immers: omdat f surjectief is, is er
voor iedere b € B een a € A zodat (b,a) € g, en omdat f injectief is, is deze a
uniek.

1.3.18 Definitie. Zij f: A — B een bijectie. De inverse van f is de functie
g={(b,a) € Bx A: (a,b) € f}.

De inverse functie f: A — B is de unieke functie g: B — A zodat voor alle
a€ Aenbe B geldt

g(b) =a dan en slechts dan als f(a) =b.

Een functie kan niet meer dan één inverse hebben, zie Opgave We
gebruiken als notatie: g = f~ 1.

1.3.19 Lemma. Zij f: A — B een bijectie. De inverse f~! is ook een bijectie en
er geldt: (f~1)~!=f.

Bewijs. Opgave [ |

1.3.20 Voorbeeld. De functie f: R — R gedefinieerd door f(z) = 2 — 3z is
bijectief (ga zelf na dat f injectief en surjectief is). Om haar inverse te vinden
beschouw een willekeurige y € R. Er geldt, voor alle x € R,

2-3z=y dan en slechts dan als r=—".

De inverse f~!: R — R is dus gegeven door het Voorschrif@ fHz)=(2—-1)/3.

— .

1.3.21 Definitie. Laat f: A — B een afbeelding zijn, en C een deelverzameling
van B. Dan noemen we de verzameling {a € A : f(a) € C} het inverse beeld van
C onder f. Deze deelverzameling van A noteren we ook als f~1(C).

Merk op dat f~1(C) bestaat ook als f geen inverse heeft.

1.3.22 Voorbeeld. Zij f: R — R gegeven door f(z) = z2. Dan geldt f~1({-1}) = &,

) = {11} en f7H([0,1]) = [-1,1]. —-

# 1. Laat f: R\ {-1} — R gegeven zijn door f(z) = (1 —x)/(1+ x). Vind f(0) en

voor alle z € R\ {—1} vind f(1/z) en 1/f(z).

. (a) Laat f: R — R een functie zijn en neem aan dat voor alle z € R geldt

f(x+1) =225z +1. Vind f(z).

(b) Laat f: R\ {0} — R een functie zijn en neem aan dat voor alle z € R\ {0}
geldt f(1/z) =z + V1 + 22, Vind f(z).

14
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& 3.

# 9,

#10.

Zij f: R — R gegeven door f(x) = sin(z?); vind alle originelen van 0, —1 en 7.

. Hieronder staan vier tweetallen functievoorschriften. Geef van elk tweetal aan of

beide voorschriften dezelfde functie beschrijven, of niet.
(a) f:R—=R,z+ z%en
g:R— Ry, x> 22
‘R R,z (z+1)2
R—= Rz 22(5+1)+ 1.
:[0,27] = R,z + sin(z) en
:R = R,z — sin(z).
:R\{1} =2 R,z—z+1en
R\ {1} = R,z 221,

—
o
N
Q- Q- Q-

. (a) Laat A= {1,2} en B = {1,2,3}. Hoeveel atbeeldingen A — B zijn er?

(b) Laat B een verzameling zijn. Hoeveel functies f : & — B zijn er?

(

Geef voorbeelden van eindige verzamelingen A en B en een functie
f: A— Bdie

(a) bijectief is,

(b)

(c¢) injectief maar niet surjectief is,

o
~

Laat A een verzameling zijn. Hoeveel functies f : A — @ zijn er?

surjectief maar niet injectief is,

(d) niet surjectief en niet injectief is.

Bewijs in elk van de onderdelen dat je voorbeeld de gewenste eigenschappen heeft.

Geef voorbeelden van oneindige verzamelingen A en B en een functie
f: A— Bdie

(a) bijectief is,

(b)

(c) injectief maar niet surjectief is,

surjectief maar niet injectief is,

(d) niet surjectief en niet injectief is.

Bewijs in elk van de onderdelen dat je voorbeeld de gewenste eigenschappen heeft.

7ij A een eindige verzameling. Voor het aantal elementen van A gebruiken we de
notatie #A.
Neem aan dat A en B eindige verzamelingen zijn en zij f : A — B.

(a) Laat zien dat als f injectief is dan geldt #A < #B.
(b) Laat zien dat als f surjectief is dan geldt #A > #B.

Laat f: A— Ben g: B— C twee functies zijn. Bewijs of weerleg:
(a) Als go f injectief is dan is f injectief.

(b) Als g o f injectief is dan is g injectief.

(¢) Als go f surjectief is dan is f surjectief.

(d) Als go f surjectief is dan is g surjectief.

Bewijs of weerleg: samenstelling van functies is commutatief, dat wil zeggen, voor
alle verzamelingen A en B, en voor alle f: A — Ben g: B — A geldt fog=gof.
Geldt deze bewering als A = B?

12Het maakt natuurlijk niets uit of we de variabele z of ¥y noemen.

1.3 FUNCTIES
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11.

12.

#013.

#14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

*21.

22,

23.

Bewijs dat elke van de volgende functies een inverse heeft en vind zijn voorschrift.
(a) f:{0,1,2} — {3,5,15} gegeven door f(0) =3, f(1) =15en f(2) =5.

(b) f: R — R gegeven door f(z) = 4z + 5;

(¢) f:R\{0} = R\ {0} gegeven door f(x)=1/x.

Beschouw f: [1,00) — R gegeven door f(x) = (1 — 5x)/x.

(a) Bewijs dat f injectief is.

(b) Vind het beeld B van f. Laat zien dat de afbeelding g: [1,00) — B gedefi-
nieerd door z — f(z) bijectief is en bereken de inverse van g.

Voor elke van de onderstaande injectieve functies f: A — R, bepaal het beeld B,
en bepaal de afbeelding g: B — A zodat voor alle a € A geldt g(f(a)) = a.

(a) A=Ren f(z) =Tz -3;

(b) A= (-00,0] en f(z) = 2%
(c) A=R\{-2}en f(z)=(1-=)/(2+2);
(d) A=[-1,0], f(x) =122

Bewijs dat een bijectieve functie precies één inverse heeft.

Laat A en B verzamelingen zijn, en f: A — Ben g: B — A.

(a) Bewijs dat f en ¢ inversen van elkaar zijn precies dan als go f = ids en
fog=idp.

(b) Geef een voorbeeld waar go f =id4 en fog # idg.

Bewijs Lemma

Zij f: A — A een functie. Bewijs: als voor elke a € A geldt f(f(a)) = a dan is
f een bijectie en f~! = f.

Laat f : A — B een bijectie zijn en C' C B. Bewijs of weerleg: f~1(C) = f~[C].
(Zie Definitie iv) en Definitie [1.3.21])

Laat f: R — R de afbeelding zijn gegeven door f(x) = 2.
(a) Beschrijf de elementen van f~(Z)N Q.
(b) Bewijs of weerleg: f~1(Z)NQ = Z.

Zij f: A — B een functie. Zij V7 en Vs deelverzamelingen van A. Toon aan
(a) fVinVa] C flvi] N f[Val;
(b) Als f injectief is, dan geldt f[V4 NVa] = f[Vi] N f[Va].

Formeel is een functie een deelverzameling van een Cartesisch product. Neem
eens aan dat we (a,b) € f niet hadden afgekort met b = f(a). Laat f: A — B
en g: B — C functies zijn. Geef een definitie van g o f in termen van geordende
paren, dat wil zeggen, vul de volgende zin aan:

(a,c) €gofdanenslechtsdanals..............o i
en bewijs dat dit dezelfde afbeelding oplevert als Definitie

Bewijs, uitgaande van de voorgaande formulering, dat fo(goh) = (fog)oh.

Zij f : R — R een bijectie. De graficken van f en f~! zijn deelverzamelingen
van R%. Wat is het verband tussen deze deelverzamelingen?

Probeer eens de interactieve opgaven over inverse functies op de WIMS systeem
(zoek onder ‘inverse’): http://wims.math.leidenuniv.nl/wims/
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|.4 Aftelbare en overaftelbare verzamelingen

Aftelbare
verzamelingen

Stel we hebben twee verzamelingen A en B en we willen bepalen welke verza-
meling meer elementen bevat. Hoe kunnen we twee verschillende verzamelingen
vergelijken? Als de verzamelingen eindig zijn (dat wil zeggen, als ze beide uit
eindig veel elementen bestaan) dan is het geen groot probleem: tel de elementen
van A, tel de elementen van B en vergelijk die twee natuurlijke getallen.

Maar wat moeten we doen als beide verzamelingen oneindig zijn? We kunnen
de elementen niet meer tellen. FEr is echter nog een methode om bij eindige
verzamelingen te bepalen welke verzameling meer elementen bevat waarbij het
tellen van het aantal elementen niet nodig is.

Neem aan dat je twee dozen hebt. In de eerste doos zijn moeren en in de
tweede doos bevinden zich bouten. Je wilt bepalen of er meer bouten of meer
moeren zijn. Het is niet noodzakelijk het aantal moeren en bouten te bepalen:
je kunt ook telkens een bout en een moer pakken en deze op elkaar draaien. Als
uiteindelijk de doos met de moeren leeg is terwijl er nog bouten over zijn weet je
dat er meer bouten zijn dan moeren. En omgekeerd, zijn er moeren over dan heb
je meer moeren dan bouten.

Dit idee kunnen we wel gebruiken om de grootte van oneindige verzamelin-
gen te vergelijken: we proberen een correspondentie te vinden tussen telkens één
element van de eerste en één element van de tweede verzameling.

Nu gaan we dit alles netjes wiskundig definiéren. We zullen definiéren wanneer
twee verzamelingen even veel elementen hebben.

1.4.1 Definitie. Twee verzamelingen A en B heten gelijkmachtig als een bijectie
f: A — B bestaat.

1.4.2 Voorbeeld. De verzamelingen A = {a,b,c,d} met a,b,c,d verschillend en
B = {1,2,3,4} zijn gelijkmachtig: een bijectie f: A — B is gedefinieerd door
fla) =1, f(b) =2, f(c) =3 en f(d) = 4. —m-

1.4.3 Voorbeeld.

(i) De intervallen [0,1] en [0, 2] zijn gelijkmachtig: de afbeelding f: [0, 1] — [0, 2]
gegeven door f(z) = 2x is een bijectie.

(ii) Het interval (—7m/2,7/2) en de verzameling R zijn gelijkmachtig: de afbeel-
ding tan: (—7/2,7/2) — R is een bijectie, en bijvoorbeeld ook de afbeelding
z— =1/(x+7/2)—1/(x —7/2).

(iii) Het interval (0,1) en het interval (1,00) zijn gelijkmachtig: de atbeelding
x +— 1/x is een bijectie.

Met behulp van het begrip gelijkmachtig kunnen we een nette definitie van
eindige verzameling geven.

1.4.4 Definitie. Zij A een verzameling.

(i) A heet eindig als een natuurlijk getal n bestaat z6 dat {1,2,...,n} en A
gelijkmachtig zijn (voor n = 0 betekent dit dat A = @).
(ii) A heet aftelbaar oneindig als A en N gelijkmachtig zijn.
(iii) A heet aftelbaar als A eindig of aftelbaar oneindig is.
(iv) A heet overaftelbaar als A niet aftelbaar is.
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Oneindige verzamelingen zijn dus aftelbaar als ze even veel elementen als N
hebben. Het zou duidelijk moeten zijn dat N zelf aftelbaar is: de identieke af-
beelding idy: N — N is een bijectie. Omdat N niet eindig is, is er tenminste één
aftelbaar oneindige verzameling.

1.4.5 Voorbeeld. Intuitief zijn er meer gehele getallen dan natuurlijke getallen
maar toch is de verzameling Z aftelbaar: een bijectie van N naar Z is gedefinieerd
bijvoorbeeld door

n/2 als n even is,
Fln) = { /

—(n+1)/2 als n oneven is.

Bewijs. We tonen eerst aan dat f injectief is. Zij ni1,no € N en neem aan dat
f(n1) = f(n2). Omdat f(n) > 0 dan en slechts dan als n even is, geldt dat ny
en ny ofwel beide even ofwel beide oneven zijn. In het eerste geval hebben we
n1/2 = nz/2, en dus ny = na, en in het tweede geval —(ny +1)/2 = —(ng +1)/2
waar ook uit volgt dat n; = no. In beide gevallen concluderen we dus dat n; = no,
en er geldt dat f injectief is.

Nu gaan we bewijzen dat f surjectief is. Zij m € Z willekeurig. Als m > 0 dan
geldt dat 2m € Nen f(2m) = m, en dus ligt m in het beeld van f. Als daarentegen
m < 0 dan geldt dat —1 —2m € Nen f(-1—-2m)=—(-1-2m+1)/2=m. In
beide gevallen vinden we dat m in het beeld van f ligt. We concluderen dus dat
f surjectief is.

Omdat de afbeelding f zowel injectief als surjectief is, is hij bijectief. _m

Ook de verzameling N x N is aftelbaar.
1.4.6 Stelling. De verzameling N x N is aftelbaar.

Bewijs. Om te laten zien dat N x N aftelbaar is moeten we een bijectie vinden
tussen N x N en N. We zullen met een plaatje aannemelijk maken dat zo een
bijectie bestaat, zonder het bewijs in detail te geven.

Beschouw de functie f: N x N — N waarbij f(z,y) in de volgende tabel is
weergegeven.

Bijvoorbeeld f(2,1) = 7 en f(4,0) = 10. Uit de constructie is het duidelijk
dat f een bijectie is. [ |

Met een gelijkaardig argument kan men bewijzen dat ook Q aftelbaar is. Zie

opgave
Niet elke verzameling is aftelbaar. We zullen bewijzen dat de verzameling van
alle deelverzamelingen van N overaftelbaar is.

1.4.7 Definitie. Zij A een verzameling. De machtsverzameling van A is de ver-
zameling van alle deelverzamelingen van A. Notatie: P(A).

1.4.8 Voorbeeld. P({1,2}) = {&, {1}, {2}, {1,2}}. -

1.4.9 Stelling (Cantor). Zij A een verzameling. Er bestaat geen surjectieve afbeel-
ding f: A — P(A).

Met deze stelling kunnen we nu onmiddellijk een voorbeeld geven van een
overaftelbare verzameling.

1.4.10 Gevolg. P(N) is overaftelbaar.

18
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Figuur 1.8: Grafische weergave van de functie f: Nx N — N

Bewijs. We bewijzen dit wit het ongeriymde. Dat wil zeggen dat we aannemen
dat de uitspraak niet waar is, en dan een tegenstrijdigheid afleiden.

Neem dus aan dat P(N) aftelbaar is. Omdat P(N) niet eindig is, betekent dit
dat er een bijectie N — P(N) is. Zo een bijectie is in het bijzonder surjectief, in
tegenspraak met de stelling van Cantor. [ |

Bewijs van Stelling[[.{.9 Neem aan dat er een surjectie f: A — P(A) bestaat.
Beschouw nu de verzameling

B={zxcA:x¢ f(x)}.

Aangezien B C A geldt ook B € P(A). Wegens de aanname dat f surjectief is,
bestaat er een z € A met f(x) = B. Er zijn twee mogelijkheden: (i) z € B of (ii)
x ¢ B. Als (i) geldt dan geldt € B. Dus ook = € f(z), en met de definitie van
B volgt x ¢ B. Dus (i) geeft een tegenspraak. Als (ii) geldt dan weten we x ¢ B
dus ook z ¢ f(z), en met de definitie van B volgt dat € B. Dus (ii) geeft ook
een tegenspraak. Beide gevallen (i) en (ii) kunnen niet gelden, en dus vinden we
een tegenspraak. [ ]

We zullen later ook bewijzen dat R overaftelbaar is, maar daarvoor moeten
we uiteraard eerst een definitie van R zien!

Opgaven

1. Hoeveel verschillende bijecties kun je vinden tussen A = {a,b,c,d} (met a,b,c,d
verschillend) en B = {1, 2, 3,4}?

2. Laat zien dat de intervallen (—1,1) en (2,5) gelijkmachtig zijn.

3. Laat zien dat (0,1) en R gelijkmachtig zijn.
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* 8.
* 9.

10.
11.

12.

*13.

14.

Zij 2N de verzameling van alle even natuurlijke getallen. Bewijs dat 2N aftelbaar
oneindig is.

. Laat zien dat de intervallen [0,1) en (2, 5] gelijkmachtig zijn.

. Beschouw A = {27" :n € N} en B = {3" : n € N}. Laat zien dat AU B aftelbaar

1S.

. Laat zien dat de atbeelding f: N x N — N> gegeven door f(n,m) =2"(2m + 1)

een bijectie is.
Bewijs dat Q aftelbaar is.

Laat zien dat de afbeelding f: NxN — N gegeven door f(n,m) = & (n+m)(n+m+1)+m
een bijectie is.

Zij A een verzameling en P(A) zijn machtsverzameling. Geef een injectie f: A — P(A).
Zij A= {2,{o}}. Wat is P(A)?

(a) Laat zien dat de vereniging van twee aftelbare verzamelingen aftelbaar is.

(b) Laat zien dat de vereniging van aftelbaar veel aftelbare verzamelingen aftel-
baar is.

(¢) Lees de wikipedia pagina ‘Hilbert’s paradox of the Grand Hotel’.

Bewijs of weerleg:

(a) de intervallen (0,1) en [0,1) zijn gelijkmachtig.
(b) de intervallen [0, 1) en [0,1] zijn gelijkmachtig.
(c) de intervallen (0,1) en [0,1] zijn gelijkmachtig.

Bewijs dat elke deelverzameling van een aftelbare verzameling aftelbaar is.
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| NATUURLIJKE, GEHELE EN RATIONALE GETALLEN

Tedereen kent getallen: de natuurlijke getallen, N = {0,1,2,3, ...}, gebruiken we
om te tellen, om getallen van elkaar af te kunnen trekken hebben we de gehele
getallen, Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}, nodig, de rationale getallen Q zijn
nodig om bijvoorbeeld delen van een geheel te meten. Dat we bij het meten ook
getallen tegenkomen die geen breuken zijn was al aan oude Grieken bekend: de
lengte van de schuine zijde van een gelijkbenige rechthoekige driehoek met beide
benen van lengte 1 is geen breuk. We hebben een grotere verzameling dan Q
nodig, de verzameling R van alle reéle getallen. Ook met reéle getallen kunnen
we niet alles: een simpele vergelijking als 2 + 1 = 0 heeft geen reéle oplossing.
In de grotere getallenverzameling C zijn wel oplossingen van deze vergelijking te
vinden.

In dit en in het volgende hoofdstuk zullen we de basiseigenschappen van de ge-
tallen en hun gevolgen bestuderen. We zullen ook aandacht aan de vraag besteden
welke eigenschappen de getalsystemen N, Z, Q en R van elkaar onderscheiden.

[1.1  Natuurlijke getallen en volledige inductie

Axioma’s

Axioma's voor N

Alhoewel we allemaal weten, of misschien denken te weten, wat natuurlijke en
gehele getallen zijn, en wat de gebruikelijke operaties als optelling en vermenig-
vuldiging daarop zijn, is het goed om een korte lijst eigenschappen, ofwel azxioma’s,
te geven die deze getalsystemen precies karakteriseren. Het doel hiervan is dat
er dan geen dubbelzinnigheid is over wat we wel en niet mogen aannemen. Een
ander gevolg van de axiomatische benadering is dat het er niet meer toe doet wat
ieder onder ons denkt dat natuurlijke getallen precies zijn, zolang ze maar aan
de axioma’s voldoen (denk hierbij maar aan de vele manieren waarop natuurlijke
getallen geimplementeerd kunnen worden in computers, als die een oneindig ge-
heugen zouden hebben). De axioma’s worden dan als uitgangspunt genomen in
het bewijzen van weer andere beweringen over de getalsystemen N, Z en Q.

We beginnen met de eigenschappen van de natuurlijke getallen en optelling. De
gegevens zijn:

(a) een verzameling N;

(b) elementen 0 en 1 in N;

(c) een afbeelding +: N x N — N, de optelling;

(d) een afbeelding -: N x N — N, de vermenigvuldiging.
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Ongelijkheden

De optelling voldoet aan de volgende eigenschappen:

(NO) de optelling is commutatief: voor alle a,b € N geldt a + b = b+ a;

(N1) de optelling is associatief: voor alle a,b, ¢ € N geldt (a+b)+c = a+(b+c¢);

(N2) 0 is neutraal voor de optelling, d.w.z., voor alle a € N geldt 0 + a = a en
a+0=a;

(N3) de schrapwet geldt voor de optelling, d.w.z., voor alle a,b,c € N geldt
a+b=a+c=b=c

Bovenstaande eigenschappen gelden bijvoorbeeld ook voor de optelling van
reéle getallen. De drie axioma’s hieronder zijn specifiek voor N.

(N4) de elementen 0 en 1 zijn verschillend;

(N5) eris geen a € Nmet 1 4+a =0 (m.a.w. 0 is het ‘kleinst’);

(N6) axioma van inductie: als A C N voldoet aan de eigenschappen 0 € A en
a€A=1+a€ A dan A=N;

De bovenstaande axioma’s beschrijven N met 0, 1 en zijn optelling volledig.
Men kan bewijzen (met behulp van Stelling dat de bovenstaande lijst de
gegevens (N, 0,1,+4) uniek karakteriseert, in de zin dat als (N, 0’, 1, +’) aan deze
eigenschappen voldoet, er een unieke bijectie f: N — N’ is zodat f(0) = 0,
f(1) =1, en zodat voor alle a,b € N geldt dat f(a +b) = f(a) +" f(b).

Uit (N6) volgt dat ieder element van N een eindige som 1+- - -+1 is (waarbij de
som met nul termen per definitie 0 is). Dus inderdaad volgt dat N = {0,1,2,3,4...},
waarbij2=141,3=1+1+1,4=14+1+1+1, ...

We hebben nog niets gezegd over de vermenigvuldiging in N. Deze kan men uit
de optelling construeren, maar in plaats daarvan zullen we de vermenigvuldiging
hier axiomatisch vastleggen.

(N7) de vermenigvuldiging is commutatief: voor alle a,b € N geldt ab = ba;

(N8) de vermenigvuldiging is associatief: voor alle a, b, ¢ € N geldt (ab)c = a(be);

(N9) 1 is neutraal voor de vermenigvuldiging, d.w.z., voor alle a € N geldt
l.a=aenal=aqa;

(N10) de distributieve wet geldt, d.w.z., voor alle a, b, ¢ € N geldt a(b+c) = ab+ac.

Terecht kan men opmerken dat de lijst eigenschappen toch nog vrij lang is. Een
veel kortere karakterisering van de natuurlijke getallen is gegeven door Peano’s

axioma’s, zie Appendix
Alle bekende rekenregels kan men nu in principe afleiden uit de bovenstaande
axioma’s. Bijvoorbeeld:

I1.1.1 Propositie. Voor alle n € N geldt n-0 = 0.

Bewijs. Zij n € N. Uit (N2) volgt n-0+4+0 = n-0. Uit (N2) volgt ook dat
0 =0+ 0, we hebben dus

n-0+0=n-0=n-(0+0).

Axioma (N10) volgt nu n-(040) = n-0+n-0. Samen met bovenstaande formule
levert dit
n-0+0=n-0+n-0.

Met de schrapwet (IN3) leiden we nu af 0 = n - 0, wat we moesten bewijzen. W

Uit de optelling op N kunnen we ook een relatie < definiéren als volgt:
ny<ng < er is een m € N met ny +m = ns.

De notatie n; < ng is een afkorting voor “n; < no en ny; # ng”. Analoog
definiéren we > en >.
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Volledige inductie

We beschrijven nu een belangrijke techniek om beweringen over natuurlijke ge-
tallen te bewijzen. Deze bewijstechniek is gerechtvaardigd door het axioma van
inductie, (N6) in de lijst van axioma’s voor N.

Stel je voor dat we een uitspraak van het type ‘Voor alle n € N geldt ...’
willen bewijzen. We kunnen als volgt aan het werk gaan: we gaan eerst na dat de
uitspraak juist is voor 0, en daarna laten we zien dat voor alle n € N geldt dat als
de uitspraak waar is voor n, dan ook voor n + 1. Het axioma van inductie (ook
wel Principe van Volledige Inductie geheten) garandeert nu dat de uitspraak juist
is voor elk natuurlijk getal, want de deelverzameling A C N van alle natuurlijke
getallen waarvoor de uitspraak juist is voldoet aan de twee eisen van het axioma
van inductie, zodat A = N. Een bewijs van zo’n type heet een bewijs met volledige
inductie.

We illustreren de techniek aan de hand van een paar voorbeelden.

I1.1.2 Voorbeeld. We gaan bewijzen dat voor alle n € N geldt:

n

> 2k =n(n+1).

k=0
We gebruiken inductie naar n.
STAP 1: Voor n =0 volgt dit uit 2-0=0=0-(0+1).
STAP 2: Laat n € N. Neem aan dat Y.,_, 2k = n(n + 1) (dit heet de inductie-
veronderstelling). Dan geldt:

n+1 n

> 2k =) 2k+2n+1)
k=0

k=0

D i+ 1) +2n+1) = (n+1)(n+2).

De tweede gelijkheid op de regel hierboven volgt op grond van de inductieveron-
derstelling.  am

Algemener kunnen we zo uitspraken van het type ‘Voor alle n > N geldt ...’
bewijzen. We controleren dan de bewering voor n = N en laten daarna weer zien
dat voor alle n > N geldt dat als de bewering voor n, dan ook voor n + 1. Het
axioma van inductie is dan van toepassing op de verzameling A van alle k € N z6
dat de bewering juist is voor n = N + k.

I1.1.3 Voorbeeld. Zij x # 1 een reéel getal. We bewijzen dat voor elk natuurlijk
getal n > 1 geldt
z" —1

rz—1

e Y R R

STAP 1: De bewering is waar voor n = 1:

-1 x—1

r—1 x—1"

STAP 2: Laat n > 1. Neem aan dat (z"—1)/(x—1) = 2" 142" 2+ - +22+a2+1
(dit heet de inductieveronderstelling). Dan geldt:

a"tt—1 gt g4 — 1
r—1 N r—1
a2z —1) 2" -1
o z—1 rz—1
_ x"—i—xn_l
z—1
(Iv)

I L R Ay

De laatste gelijkheid geldt op grond van de inductieveronderstelling. _ =
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Binomium
van Newton

We besluiten deze paragraaf met een stelling die voor de uitdrukking (a + b)",
waarbij n € N positief is, een mooie formule geeft. We spreken af dat voor alle
x € R geldt 2% = 1.

Voor n € N definiéren we n! (spreek uit “n-faculteit”) als:

met de afspraak dat 0! = 1. (In de appendix wordt het gebruik van --- in deze
definitie gerechtvaardigd, zie [X.3.3)) Voor n en k in N met k < n definiéren we de
binomiaalcoéfficiént (}) (spreek uit “n boven k7) als

(1) = m

II.1.4 Stelling (Binomium van Newton). Voor alle reéle getallen a en b en elke

n € N geldt
(a+d)" =3 (Z) a" R,

k=0

Bewijs. Laat a,b € R. STAP 1: De bewering is waar voor n = 0:

(a+0)° =1 en (8) a®b? = 1.
STAP 2: Laat n € N. Neem aan dat (a +b)" = Y, (})a""b" (dit heet de
inductieveronderstelling). Dan geldt
(40" = (a+b)(a+b)"
o (a+0) Z <Z> a™kpk

k=0
n

n nt1—kpk — (n n—kpk+1
> ()t e 1o (1)

k=0

n n—1
n+1 n n+1—kbk n n—kbk—H bn—i—l
a +k§<k) +§(k) L

Door verschuiven van de sommatieindex in de tweede som krijgen we

n—1 n
N\ n—kpk+1l  _ n n—(k—1) 72k
kzzo (k)a b Z (k B 1>a b

1

o

n

n nt+l—kpk
(k— 1)(1 b".
k=1

We gebruiken nu de identiteit uit Opgave
n n
(a+ b)n+1 B Z (Z) qnikpk 4 Z (k n 1) qHL=kpk 4 pntl

k=1 E=1 N

_ an+1 n Z ((Z) n <k n 1>) an+1—kbk 4 bn+1
k=1 o

_ an+1 + Z (n;: 1) an+1—kbk + bn+1
=1

n+1

k
1
= Z(nz )anﬂkbk_

k=0
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Welordening van N.

Opgaven

Een fundamenteel gevolg van het axioma van inductie is dat elke niet-lege deel-
verzameling van N een kleinste element bevat.

I1.1.5 Stelling (Wel-ordening van N). Zij V een niet-lege deelverzameling van N.
Dan bestaat er een v € V' zodat voor alle w € V' geldt w > v.

Bewijs. Neem aan dat voor alle v € V er een w € V is met w < v. Hieruit volgt
dat 0 ¢ V. Zij A C N de volgende verzameling

A ={n € N: voor alle m € Nmet m <n geldt m ¢ V}.

Omdat 0 € V geldt 0 € A.

Neem nu aan dat n € A, dus dan zitten 0, 1, ..., nnietin V. Alsn+1€V
dan is n 4+ 1 een kleinste element in V', in tegenspraak met onze aanname, dus
n+1¢ V. Maar nu volgt dus dat n + 1 € A.

Omdat 0 € A en omdat uit n € A volgt dat n + 1 € A, impliceert (N6) dat
A = N. Maar dan volgt dat V = &, een tegenspraak. [ |

& 1.

Laat a € N met a # 0. Bewijs uit de axioma’s dat er een unieke b € N is met
a=0b+1.

. Zij a,b € N. Neem aan dat ab = 0. Bewijs dat a = 0 of b = 0. (Hint: gebruik

voorgaande opgave, en gebruik dat voor alle n € N geldt n - 0 = 0, zie Propositie

1)

. Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor alle natuurlijke getallen n > 1

de volgende formules gelden:
(a) 1=345—T+--+ (D" '2n—-1)=(-1)""'n;
(b) 124+22+32+.-.+n?=n(n+1)(2n+1)/6.

. Verzin zelf een formule voor

1+3+5+---4+(2n+1)

en bewijs met behulp van volledige inductie dat je formule juist is voor elk na-
tuurlijk getal n.

. Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor alle natuurlijke getallen n > 1

de volgende formules gelden:

1 1 1 1 on

@ st tsat ey T ast

(b) +L+L+...+ 1 — n .
1-3 3.5 5.7 @2n—1)2n+1) 2n+1

Bewijs met behulp van volledige inductie: voor alle n > 1 geldt:

> 4k =nP(n+1)%
k=1

. Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor elke n € N geldt 2" > n.
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# 9.

10.

11.

12.

13.

#14.

#015.

16.

. Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor elk natuurlijk getal n > 4 geldt

n! > 2",

Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor elk natuurlijk getal n het getal
11™ — 4™ deelbaar is door 7.

Bewijs met behulp van volledige inductie dat de som van de derde machten van
drie opeenvolgende natuurlijke getallen deelbaar is door 9.

Gegeven zijn n punten in R%, n > 3, met de eigenschap dat geen drie punten
op een lijn liggen. Bewijs met behulp van volledige inductie dat de punten door
n(n — 1)/2 verschillende lijnen te verbinden zijn, en niet door minder lijnen.

Bewijs met behulp van volledige inductie dat n verschillende lijnen in het platte
vlak die door de oorsprong gaan het vlak in 2n gebieden verdelen.

Zij x een reéel getal. Laat zien met behulp van volledige inductie dat voor elke
n € N geldt

| sinnz| < n|sinz|.

Zij P(n) de bewering ‘n?+3n-+1 is een even getal’. Laat zien dat voor elke n € N
geldt
als P(n) waar is dan is P(n + 1) waar.

Geldt P(n) voor elke n € N? Verklaar je antwoord.

Vind de fout in het volgende ‘bewijs met volledige inductie’ dat alle mensen op
dezelfde dag jarig zijn:

Voor n € N met n > 1, zij P, de bewering: ‘in elke verzameling van n mensen is
iedereen op dezelfde dag jarig.’

STAP 1: Als we slechts één mens beschouwen is de bewering P; duidelijk juist.
STAP 2: Laat n > 1, en neem aan dat in elke verzameling van n mensen iedereen
op dezelfde dag jarig is. Stel dat we nu n+ 1 mensen hebben. We kunnen ze num-
meren: msq,ma, ..., My+1. Beschouw nu de verzamelingen A = {my,ma,...,m,}
en B = {mg,...,mp,m,11}. Beide verzamelingen hebben n elementen en dus
volgens de inductieveronderstellig is iedereen in A op dezelfde dag jarig, maar ook
iedereen in B heeft de verjaardag op dezelfde dag. Hieruit volgt dat iedereen in
AU B ook op dezelfde dag jarig is.

Volgens het Principe van Volledige Inductie kunnen we concluderen dat P, juist
is voor elke n > 1, en dus zijn alle mensen op dezelfde dag jarig.

Bewijs de volgende eigenschappen van de binomiaalcoéfficiénten.

(a) Laat zien dat voor alle 1 < m < n de volgende identiteit geldt:
n 1
() + () = (')
m — m m
(b) Laat zien dat voor alle 1 < m <

> ()= (i)

k=m

n de volgende identiteit geldt:

(¢) Toon aan: voor alle n € N geldt

> ()

m=0
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(d) Toon aan: voor alle n € N, n > 1 geldt

zn: <ZL> (—1)™ = 0.

m=0

(¢) Toon aan dat (") € N voor alle n,m € N met n > m.

(f) Bewijs dat als n een priemgetal is dan is () deelbaar door n voor elke
meNmetl<m<n—1.

% 17. Toon aan dat (Z) het aantal manieren is om k mensen uit een groep van n mensen
te kiezen.
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1.2 Gehele getallen

Axioma's voor Z

We beginnen met de eigenschappen van de gehele getallen.

De gegevens zijn:

(a) een verzameling Z;

(b) elementen 0 en 1 in Z;

(¢) een afbeelding +: Z x Z — Z, de optelling;

(d) een afbeelding -: Z x Z — Z, de vermenigvuldiging.

We schrijven meestal ab voor a - b.
De optelling voldoet aan de volgende eigenschappen:

(Z0) de optelling is commutatief: voor alle a,b € Z geldt a +b = b + a;

(Z1) de optelling is associatief: voor alle a,b,c € Z geldt (a+b)+c = a+ (b+c);

(Z2) 0 is neutraal voor de optelling, d.w.z., voor alle a € Z geldt 0 + a = a en
a+0=aq;

(Z3) additieve inversen bestaan: voor alle a € Z bestaat er een b € Z zodat
a+b=0.

Uit deze axioma’s kunnen we al een belangrijke eigenschap van de optelling in
Z afleiden.

I1.2.1 Propositie (Schrappingswet in Z). Zij a,b,c € Z. Als a+ ¢ = b+ ¢ dan
a=b.

Bewijs. Neem aan dat a + ¢ = b+ ¢. Wegens (Z3) bestaat er een d € Z zodat
¢+ d = 0. We hebben nu

a(Z:2)a+O=a+(c+d) z (a+c)+d

en analoog

b b r0=bt(c+d) P b+e)+d

Maar omdat a + ¢ = b+ ¢ volgt nu dat a = b, wat we moesten bewijzen. |

In het bijzonder volgt uit de schrappingswet dat de additieve inversen uit
axioma (Z3) uniek zijn: alsa+b=0ena+?b =0, endusa+b=a+¥,
dan volgt dat b = /. We zullen voortaan de unieke additieve inverse van a met
—a noteren. Dus —a is per definitie het unieke element van Z waarvoor geldt
a+ (—a)=0.

De vermenigvuldiging in Z voldoet aan:

(Z4) de vermenigvuldiging is commutatief: voor alle a,b € Z geldt ab = ba;

(Z5) de vermenigvuldiging is associatief: voor alle a,b, c € Z geldt (ab)c = a(bc);

(Z6) 1 is neutraal voor de vermenigvuldiging, d.w.z., voor alle a € Z geldt
lla=al=aq

(Z7) de distributieve eigenschap geldt: voor alle a, b, ¢ € Z geldt a(b+c) = ab+ac;

De axioma’s (Z0)—(Z7) drukken samen uit dat (Z,0,1,+,-) een ring is. Ook de
rationale getallen Q en de reéle getallen R vormen ringen. Maar N is geen ring
want niet alle natuurlijke getallen hebben een additieve inverse in N.

Om Z te karakteriseren hebben we nog drie axioma’s nodig.

(Z8) als A C Z voldoet aan

28

Il NATUURLIJKE, GEHELE EN RATIONALE GETALLEN



Aftrekken

Ongelijkheiden

Deelbaarheid

(i)0eAenle A en

(ii) alsa € Adan —a € A, en
(iii) alsa,b€ Adana+b € A,
dan A = Z;

(Z9) de verzameling Z is niet eindig;
(Z10) voor alle a,b € Z met ab =0 geldt dat a =0 of b = 0.

Men kan bewijzen dat de bovenstaande lijst eigenschappen het gegeven (Z,0,1, +, )
uniek bepaalt, in dezelfde zin als we dat voor de natuurlijke getallen hebben ge-
zien. Het is niet zo moeilijk te bewijzen dat ieder element van Z een eindige som
van de vorm 1+ ---+ 1 is, of —1 maal zo’n som. Dus inderdaad is Z gelijk aan
{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, en (Z9) impliceert dat de elementen 0,1,2,3,...
verschillend zijn. We vinden dus N terug als deelverzameling van Z, en men kan
nagaan dat voor n,m € N geldt dat n +ym =n +zm en n -y m =n -z m. Later
in het college zullen we een rigoureuze constructie geven van Z, uitgaande van N
(zie pagina [36)).

Uit bovenstaande axioma’s kunnen we alle gebruikelijke rekenregels voor ge-
hele getallen afleiden.

I1.2.2 Voorbeeld. Zij a,b € Z.

(i) Alsa+b=">bdan a =0;
(ii) 0-a = 0;

Bewijs (i) Als a+b = b dan geldt wegens (Z2) dat a+b = 0+ b en wegens de
schrappingswet volgt nu dat a = 0.

(ii) Wegens (Z2) geldt 0+ 1 = 1, dus geldt ook (0+1)-a =1-a. Met de
distributiviteit (Z7) leiden we af dat 0-a+1-a =1 a, en wegens (i) volgt nu
0-a=0. ==

Voor meer rekenregels, zie opgave [[1.2.1]

De reden om N uit te breiden tot Z is dat we voor gehele getallen a en b nu het
verschil kunnen definiéren als:

a—b=a+ (-b).
We hebben hiermee een nieuwe operatie op Z gedefinieerd, aftrekken:

—ZxXZ—1Z, (a,b)—a—b.

We definiéren op Z een ongelijkheid < als volgt: voor n,m € Z geldt n < m dan
en slechts dan als m —n € N. Uitgaande van < kan men dan ook <, > en >
definiéren.

Zoals bekend is deling in Z niet altijd mogelijk: er is geen x € Z die aan de
vergelijking bx = 13 voldoet. Daarentegen heeft de vergelijking 2x = 6 wel een
oplossing binnen Z: neem x = 3. Dit leidt tot de volgende definitie:

11.2.3 Definitie. Als de vergelijking bx = a met a,b € Z een oplossing = € 7Z
heeft dan zeggen we dat a deelbaar is door b of dat b een deler van a is en schrijven
we b | a. Als b geen deler van a is schrijven we b1 a.
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Delen met rest

Priemgetallen

Als a niet deelbaar is door b, en b # 0, dan kunnen we toch proberen a door b te
delen, we houden dan wel een rest over.

I1.2.4 Definitie. Voor a in Z definiéren we |a| in Z door: |a| = a als a > 0, en
la] = —a als a < 0.

11.2.5 Stelling. Voor alle a,b € Z met b # 0 bestaan unieke ¢ en r in Z z4 dat
a=q-b+ren0<r<|b.

Het getal ¢ heet het quotiént en r heet de restE| bij deling van a door b. Als r =0
dan schrijven we ¢ = a/b.

Bewijs. Laat a,b € Z met b # 0. We definiéren A C N door:
A={neN: eriseen g € Z met a=q-b+n}.

In Opgave wordt bewezen dat A niet leeg is (dit is duidelijk als a > 0, want
a = q-0+a, dus a € A). Volgens Stelling bevat A een kleinste element; we
noemen het 7.

We bewijzen dat 0 < 7 < |b|. Neem eens aan dat r > |b], danis s =r—[b| € N
en a is te schrijven als

(g+1)-b+s alsb>0

azq-b+T=q'b+|b+3:{(q_1)-b+s als b <0

Hieruit volgt dat s € A en omdat s < r kregen we een tegenspraak met de
minimaliteit van 7.
Dat de getallen g en r uniek zijn wordt aangetoond in Opgave [[T.2.10] [ |

Merk op dat als bij deling van a door b de rest gelijk aan 0 is dan is a deelbaar
door b, en omgekeerd, als b | a en b # 0, dan is de rest bij deling van a door b
gelijk aan nul.

I1.2.6 Voorbeeld. Beschouw a = —31 en b = 5, dan geldt —31 = —7 -5+ 4; het
quotiént bij deling van —31 door 5 is ¢ = —7 en de rest 7 = 4. En, bijvoorbeeld,
12 = (=2)-(=5) + 2, dus quotiént en rest bij deling van 12 door —5 zijn —2 en 2,
respectievelijk. ==

I1.2.7 Voorbeeld. Beschouw deling door 2; de verzameling Z valt dan in twee
disjuncte deelverzamelingen uiteen: in de verzameling 27 van alle gehele getallen
die deelbaar door 2 zijn, en in de verzameling 27 + 1 van alle gehele getallen die
niet deelbaar door 2 zijn (en dus bij deling door 2 de rest 1 hebben)lﬂ

Analoog, bij deling door n € N\ {0} valt Z in n disjuncte deelverzamelingen

uiteen:
n—1

Z=|JnzZ+k,
k=0
waarbij nZ + k de verzameling van alle gehele getallen is die bij deling door n de
rest k hebben. _

Een priemgetal is een natuurlijk getal n > 1 dat alléén 1 en zichzelf als positieve
delers heeft. M.a.w., n € N is priem precies dan als n precies twee delers heeft.
Bijvoorbeeld 2 en 13 zijn priemgetallen maar 15 is geen priemgetal omdat 3 | 15.

1De lezer wordt hierbij aangeraden over de hem/haar gebruikte programmeertalen na te gaan
of deze definitie, toch echt de enige goede, ook daar van kracht is. Eén van de auteurs heeft
eens een hoop tijd verloren doordat in Pascal de rest na deling van —7 door 5 gelijk bleek aan
—2 in plaats van 3.

2Elementen van 27 heten even en elementen van 27Z + 1 heten oneven getallen.
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I1.2.8 Lemma. Elk natuurlijk getal groter dan 1 is deelbaar door een priemgetal.

Bewijs. Zij k € N\ {0,1} en beschouw de verzameling
A={neN:n>1lenn|k}.

Omdat k£ > 1 en k | k is k € A en volgens Stelling bevat A een minimaal
element m. Dan moet m een priemgetal zijn want anders is m te schrijven als
m=s-tmet s >1ent > 1. Hieruit volgt dat s, € A en s,t < m wat in
tegenspraak is met de minimaliteit van m. [ |

Als n een klein natuurlijk getal is dan is het niet moeilijk om na te gaan of n een
priemgetal is: we kunnen bijvoorbeeld controleren dat geen natuurlijk getal kleiner
dan of gelijk aan v/n en groter dan 1 een deler is. Naarmate n groter is wordt het
steeds moeilijker want zo’n controle kost, ook met ‘supersnelle’ computers, te veel
tijd. Het komt daarom misschien als een verrassing dat het makkelijk te bewijzen
is dat er oneindig veel priemgetallen bestaan.

I1.2.9 Stelling. Er zijn oneindig veel priemgetallen.
Bewijs. Neem aan dat py,ps,...,pn alle priemgetallen zijn. Beschouw het getal

K=py-py---py+ 1

We bewijzen eerst dat geen p;, ¢ < N een deler van K is. Dit volgt uit het feit
dat, voor elke i, de rest na deling van K door p; gelijk is aan 1, en niet aan 0.
Omdat 2 één van de p; is, geldt K > 3. Volgens Lemma is K deelbaar
door een priemgetal p. Maar dan moet p ongelijk zijn aan elk van de p;. Dit
is een tegenspraak: we hebben aangenomen dat py,ps,...,pn alle priemgetallen
waren. |

Opgaven

1. Bewijs direct uit de axioma’s voor Z, dat voor alle a,b € Z geldt:
(a) —(a+b)=(-a)+(-b);

(b) —0=0;

() —(ab) = (=a)-b;
(d) (=a)-(=b) =a-b;
(€) (=1)-a=—q

(f) —(-a)=a

2. Bewijs dat 1 # 0. (Hint: gebruik axioma (Z9)).

3. Bewijs de multiplicatieve schrappingswet: als a,b,c € Z en ¢ # 0, en als ac = be
dan a = b. (Hint: gebruik axioma (Z10)).

% 4. Bewijs dat axioma (Z10) volgt uit de axioma’s (Z0)—(Z9).
5. Laat zien dat de verzameling Fy met twee verschillende elementen {0,1}, en met

de operaties + en - gedefinieerd door 0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=0,
0-0=1-0=0-1=0en1-1=1 voldoet aan de axioma’s (Z0)—(Z8) voor Z.
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* T

# 8.

#10.

#11.

12.

(a)
(b)
(©)
(d)

. Bewijs dat voor alle a, b, c € Z geldt

alsa|benalcdana| (b+ c);
als a | b dan ac | be;
als a | b dan a | be;

alsa|benb|cdana]ec.

Bewijs dat voor alle a,b € Z geldt dat als a |ben b | a dan a = +b;

Bewijs of weerleg: voor alle a,b,c € Z geldt dat als a | bc, dan a | b of a | c.

. Bewijs, onder de aannamen van Stelling[[T.2.5] dat er een ¢ in Z is met a —gb > 0.

Bewijs dat de getallen g en r in Stelling [[T.2.5] uniek zijn.

Laat a en b natuurlijke getallen zijn en neem aan dat a = gb+ r met ¢, € Z en
0 < r < b. Vind het quotiént en de rest bij deling van —a door b en verklaar je
antwoord.

Laat Q) een verzameling zijn, en R de verzameling van alle functies f: Q — Fy (zie

opgavel|ll.2.5)). Voor f, g € R definiéren we f+gen fgin R door (f+g):  — f(z)+g(z)

en fg: x — f(x)g(x). Voor iedere A C Q definiéren we de karakteristieke functie
14 van A door: 14(z) =1alsxz € Aen ly(x) =0als z ¢ A.

(a)
(b)
()
(d)

()

Laat zien dat de atbeelding P(A) — R, A — 14 een bijectie is.

Laat zien dat voor alle A, B € P(A) geldt dat 1anp = 14l5.

Laat zien dat voor alle A, B € P(A) geldt dat 14 + 1p = L(aup)\(anB)-
Laat zien dat voor alle A, B € P(A) geldt dat 1aup = 1a+ 15+ 1alp, en
Iova = 1o + 1a.

Doe nu opnieuw de sommen in sectie waarin identiteiten tussen verzame-
lingen moeten worden bewezen, maar nu door te rekenen met de gebruikelijke

regels voor optelling en vermenigvuldiging in R (merk op dat f2 = f voor
alle f in R).
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[1.3 Equivalentierelaties en quotiénten

Relaties

Equivalentierelaties

Een belangrijk begrip in de wiskunde is het begrip relatie. Een relatie op een
verzameling is een verband tussen twee elementen uit die verzameling waarbij
de volgorde in het algemeen van belang is: als we de relatie ‘kleiner dan’ op R
beschouwen dan betekent x < y iets anders dan y < .

In het dagelijks leven komen relaties ook voor: twee mensen A en B kunnen
bijvoorbeeld in relatie met elkaar zijn als ‘A van B houdt’. Ook hier is de volgorde
belangrijk; als A van B houdt hoeft B helemaal niet van A te houden.

We zullen nu het begrip relatie op een wiskundige manier formaliseren en
de belangrijkste eigenschappen afleiden. We zullen ook een paar voorbeelden
bestuderen die van belang in de wiskunde zijn.

I1.3.1 Definitie. Zij A een verzameling. Een relatie op A is een deelverzame-
ling ~ van het Cartesisch product A x A.

We zeggen dat twee elementen a en b uit A in relatie ~ zijn als (a,b) € ~.
Notatie: a ~ b. We schrijven a 4 b als (a,b) & ~.

I1.3.2 Voorbeeld. We bekijken de verzameling
~={(z,y) ER* 2z <y}

Omdat ~ een deelverzameling van het Cartesisch product R? = R x R is, is ~ een

relatie op R. Blijkbaar v/2 ~ 5 want v/2 < 5, maar 2/3  —7 omdat 2/3 ¢ —.
Het is gebruikelijk * < y in plaats van © ~ y te schrijven en we kunnen

eenvoudig zeggen dat ~ de relatie < op R is. _mm

I1.3.3 Voorbeeld. We beschouwen nu de verzameling Z van alle gehele getallen.
Het begrip ‘deelbaarheid door 3’ definieert een relatie op Z: het getal a is in relatie
met het getal b als hun verschil a — b deelbaar is door 3. Deze relatie kunnen we ~
noemen en we kunnen schrijven

a~b  danenslechts dan als 3| (a—b).

Er geldt dus 14 ~ 5 want 3 |9 = (14 — 5), maar 14 ¢ 6 omdat 318 = (14 — 6).

— .

Een van de relaties die we dagelijks tegenkomen is de gelijkheid =; zijn basis-
eigenschappen zijn in de volgende definitie beschreven. Relaties die aan deze
eigenschappen voldoen zijn bijzonder belangrijk in de wiskunde want ze helpen
ons verzamelingen in delen met onderling equivalente elementen te verdelen.

I1.3.4 Definitie. Een relatie ~ op een verzameling A heet een equivalentierelatie
als zij aan de volgende eisen voldoet:

(i) ~ is reflexief, dat wil zeggen,
voor alle z € A geldt z ~ ;
(ii) ~ is symmetrisch, dat wil zeggen,
voor alle z,y € A geldt (x ~ y) = (y ~ z);
(iii) ~ is transitief , dat wil zeggen,

voor alle z,y,z € A geldt ((x ~y) A (y ~ 2)) = (x ~ 2).
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Congruenties op Z

Equivalentie-
klassen

I1.3.5 Voorbeeld.

(i) We bewijzen dat de relatie ~ uit Voorbeeld een equivalentierelatie is.
Het is makkelijk in te zien dat ~ reflexief is. Immers, voor alle a € Z geldt
a—a=0en3|0,dusa~a.

Neem nu aan dat a ~ b, dat wil zeggen, 3 | (a — b). Maar dan ook 3 | (b — a)
en dus b ~ a. We hebben aangetoond dat ~ symmetrisch is.

Om ook de transitiviteit te bewijzen laat a,b,c € Z zijn met a ~ b en b ~ c.
Dan 3 | (a —b) en 3 | (b—c), en omdat (a —b) + (b —¢) = a — ¢ volgt er
3| (e —c). Maar 3 | (a — ¢) betekent a ~ ¢; het bewijs is dus voltooid.

(ii) Een ander voorbeeld van een equivalentierelatie is ‘gelijkheid’ = (dit is eigenlijk
een axioma uit de logica en verzamelingenleer).

(iii) De relatie < op R is geen equivalentierelatie. Zij is wel reflexief (voor elke z
geldt z < ) en transitief (als ¢ < y en y < z dan ook x < z) maar < is niet
symmetrisch: 2 < 3 maar 3 € 2.

— .

We bestuderen nu speciale equivalentierelaties gedefinieerd op de verzameling 7Z
van alle gehele getallen, die we soms ook congruentierelaties noemen.

Analoog als in Voorbeeld kunnen we bewijzen dat, voor elke n € Z de
relatie op Z gegeven door ‘het verschil van a en b is deelbaar door n’ een equiva-
lentierelatie is. Voor n # 0 hebben we al gezien dat deze relatie de verzameling Z
in |n| disjunctie deelverzamelingen opsplitst:

In|—1
Z=|J k+nZ,
k=0

waarbij nZ + k de verzameling is van alle getallen die rest k& hebben bij deling
door n. We kunnen alle getallen die dezelfde rest hebben bij deling door n ‘iden-
tificeren’; denk hierbij aan rekenen op de klok: tussen tijdstippen die 24 uur ver-
schillen zie je geen verschil. Ook bij hoekmeting maken we vrijwel nooit verschil
tussen hoeken die een veelvoud van 360 graden schelen.

I1.3.6 Definitie. Zij n € Z. Twee gehele getallen k en [ heten congruent modulo n
als n het verschil k — [ deelt.
Notatie: k =1 (mod n).

I1.3.7 Voorbeeld. Voor n,m € Z geldt n = m (mod 2) precies dan als n en m
beide even zijn, of beide oneven. _

Een equivalentierelatie op een verzameling verdeelt die verzameling in disjuncte
deelverzamelingen, zoals we hierboven hebben gezien voor de congruentie relatie
‘mod n’ op Z.

I1.3.8 Definitie. Laat A een verzameling zijn, en ~ een equivalentierelatie op A.
Voor z € A heet de verzameling T = {y € A : y ~ x} de equivalentieklasse van z,
voor ~.

Als nodig zullen we de equivalentierelatie ook in deze notatie ‘@’ betrekken.
Een equivalentieklasse is per definitie niet leeg.

I1.3.9 Voorbeeld. Laat n € Z. Laat x in Z. De equivalentieklasse van x voor
de equivalentierelatie ‘mod n’ is

T={x+nk:keZ}.

Als de afhankelijkheid van n expliciet moet worden aangegeven schrijven we T,
voor de equivalentieklasse van x. _ =
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Quotiéntafbeelding

I1.3.10 Stelling. Laat A een verzameling zijn, en ~ een equivalentierelatie op A.
Voor alle z,y € A geldt:

T~NYST=7Y, TAYSTNY=Q9

De verzameling A is dus de disjuncte vereniging van zijn equivalentieklassen, ofwel:
A is gepartitioneerd door de equivalentieklassen.

Bewijs. Laat x en y in A zijn. Stel dat x ~ y. Voor iedere z € T geldt per definitie
dat z ~ x, en dus dat z ~ y vanwege de transitiviteit van ~. Dus geldt dat T C 7.
Maar dan geldt net zo goed dat § C T, want de situatie is symmetrisch in z en y
(symmetrie van ~) en dus dat T = 7.

Stel nu dat T = 3. Natuurlijk geldt dat « € T (reflexiviteit), en dus = € 7, en
dus ook dat x ~ y. De eerste equivalentie is nu bewezen.

Stel nu dat T Ny = @. Dan is & geen element van g, en dus = £ y. Als
daarentegen T Ny # &, dan neem z € TN 7Y en constateer dat z ~ x, en dus ook
x ~ z,en z ~y, en dus (transitiviteit) x ~ y. [ |

Het belangrijkste wat met een equivalentierelatie ~ op een verzameling X ge-
daan kan worden is het vormen van een quotiéntafbeelding. In Opgave [[[.3.7]
zien we dat voor f: A — B een afbeelding de relatie ~ op A gegeven door
x ~y< f(xr) = f(y) een equivalentierelatie is. We kunnen ons nu afvragen of er,
omgekeerd, voor iedere equivalentierelatie er zo’'n afbeelding is, en hoe uniek zo'n
afbeelding is. De volgende definitie en stelling maken dit alles duidelijk.

I1.3.11 Definitie. Zij A een verzameling, en ~ een equivalentierelatie op A. Zij
B een verzameling. Een afbeelding q: A — B heet een quotiént voor ~ als:

1. q is surjectief;
2. voor alle z,y € A geldt z ~ y < ¢(x) = q(y).

I1.3.12 Stelling. Zij A een verzameling, en ~ een equivalentierelatie op A.

1. Laat A= {7 : x € A}, en laat ¢: A — A gegeven zijn door q(x) = 7. Dan is q
een quotiéntafbeelding.

2. Laat ¢: A — B en ¢': A — B’ quotiéntafbeeldingen zijn. Dan is er een unieke
afbeelding f: B — B’ met ¢/ = f o q. Deze afbeelding f is een bijectie.

Bewijs. 1. Elk element van A is van de vorm T voor een zekere x € A, maar
q(z) =T dus q is surjectief. Zij nu aan dat z,y € A. Als  ~ y dan geldt wegens
Stelling dat T = 7 en dus ¢(z) = ¢(y). Omgekeerd, als ¢(x) = ¢q(y) dan
geldt T =y en met Stelling [[1.3.10| dus z ~ y.

2. Laat q: A — Ben ¢ : A — B’ quotiéntafbeeldingen zijn. Laat

f=A{(q(z),d(z)):xz € A} C Bx B'.

We bewijzen nu eerst dat f de grafiek van een functie van B naar B’ is. Laat
b € B. Neem een © € A met g(x) = b (surjectiviteit van ¢). Dan (b,¢'(x)) € f,
dus er is minstens één b’ € B’ zodat (b,b’) € f. Stel nu dat (b,b}) en (b,b})
allebei in f zitten. Neem z; € A en x2 € A met (b,0)) = (¢(x1),¢'(x1)) en
(b,05) = (q(z2),q' (z2)) (gebruik de definitie van f). Dan geldt g(z1) = b = q(z2),
en dus z1 ~ z2 (want ¢ is een quotiéntafbeelding). Maar dan geldt ook dat
I = ¢ (1) = ¢ (z2) = by, want ¢’ is ook een quotiéntafbeelding. Vanwege de
symmetrie in de situatie is f ook de grafiek van een functie van B’ naar B, en
dus de grafiek van een bijectie. Voor z € A geldt dan dat f(q(z)) = ¢'(z), want
(¢(x),q' (z)) € f. Omdat g een surjectie is, kan er hoogstens één f: B — B’ zijn
met fog=q'. ]
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Constructie van Z

Opgaven

I1.3.13 Opmerking. Onderdeel 1 van de bovenstaande stelling zegt dat alle
quotiéntafbeeldingen voor een vaste equivalentierelatie alleen op een administra-
tieve wijze verschillen. Iedereen kan zijn/haar eigen favoriete quotiéntafbeeldingen
kiezen. Laten we dit illustreren met een flauw voorbeeld. Laat ~ de equivalentie-
relatie ‘mod 0’ op Z zijn. Dan is idz: Z — Z een quotiént, maar ook q: Z — Z,
met Z = {{z} :z € Z}, en q: x — {z}.

Een belangrijke toepassing van quotiénten naar equivalentierelaties is het con-
strueren van Z uit N, en Q uit Z, en R uit Q, waarbij men dan uit de axioma’s
voor N die van Z en Q en R kan bewijzen. Het mooie van dit alles is dat we, voor
het werken met N, Z, Q en R alleen nog maar hoeven te geloven in de axioma’s
van verzamelingentheorie (ZFC, zie Appendix ; het bestaan van N (zie Ap-
pendix , Z, Q en R volgt daar dan uit. We schetsen hier kort de constructie
van Z. We geven hieronder geen details, maar de lezer wordt dringend verzocht
er minstens een paar in detail na te gaan.

De axioma’s voor Z impliceren dat ieder element van Z van de vorm a — b is, met
a,b € N. Bovendien geldt voor a,b,a’,b’ € N, dat

a—b=d -V (inZ) & a+lV =d+b (inN).
Met andere woorden, de afbeelding
q: N? = Z, met q(a,b) =a—b
is een quotiéntafbeelding voor de volgende equivalentierelatie op N2:
(a,b) ~ (a',b') & a+b =d +b.

Dit suggereert dat we Z uit N kunnen construeren als N2/ ~. Het is inder-
daad mogelijk om uit de optelling en vermenigvuldiging in N een optelling en
vermenigvuldiging op N?/ ~ te definiéren zodat

(N2/ ~ (Ov O)v (17 O)v +, )

voldoet aan alle axioma’s (Z0)—(Z10).

1.

Beschouw de volgende relaties op de verzameling Z van alle gehele getallen:
alb en a’®+a="b*>+b.

Welke van deze twee relaties is
(a) reflexief,
(b) symmetrisch,

(c) transitief?

. Laat, voor n € N, E(n) het aantal equivalentierelaties zijn op {a € N: a < n}.

Bereken E(n) voor 0 < n < 4.

. Bewijs uit de axioma’s voor N dat de relatie

(a,b) ~ (d',b') & a+b =d+0b

op N x N een equivalentierelatie is.

36

Il NATUURLIJKE, GEHELE EN RATIONALE GETALLEN



4. 7ij ~ de relatie op Z gedefinieerd door z ~ y dan en slechts dan als z — y een
veelvoud van 7 is. Is ~ een equivalentierelatie?

5. Zij A een verzameling. Welke van de volgende relaties op P(A) zijn reflexief,
symmetrisch of transitief?

(a) V en W zijn gelijkmachtig,
(b) VCw,
(¢) VUW = A.

6. Laat zien dat de relatie ~ gedefinieerd op R door
x~Y dan en slechts dan als |z| = |y
een equivalentierelatie is.

7. Laat A en B verzamelingen zijn, en f: A — B een afbeelding. Bewijs dat de
relatie ~ op A gegeven door: x ~ y < f(x) = f(y) een equivalentierelatie is.
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I1.4 Rationale getallen

Axioma’s voor Q

We geven axioma’s voor Q en beschrijven kort een constructie van Q uit Z.

De gegevens zijn:

(a) een verzameling Q;

(b) elementen 0 en 1 in Q;

(c) een afbeelding +: Q x Q — Q, de optelling;

(d) een afbeelding -: Q x Q — Q, de vermenigvuldiging.

De optelling voldoet aan dezelfde eigenschappen als de optelling in Z:

(QO) de optelling is commutatief: voor alle a,b € Q geldt a +b=0b+ a;

(Q1) de optelling is associatief: voor alle a,b, c € Q geldt (a+b)+c = a+(b+c);

(Q2) 0 is neutraal voor de optelling, d.w.z., voor alle a € Q geldt 0+ a = a en
a+0=a;

(Q3) additieve inversen bestaan: voor alle a € Q bestaat er een b € Q zodat
a+b=0.

Op dezelfde wijze als voor Z kunnen we hieruit de additieve schrappingswet
afleiden.

I1.4.1 Propositie (Additieve schrappingswet in Q). Zij a,b,c € Q. Als a+c = b+c
dan a = 0.

Opnieuw volgt hieruit dat de additieve inversen uniek zijn, en we zullen de
additieve inverse van a € Q met —a noteren.

De vermenigvuldiging voldoet aan de volgende eigenschappen
(Q4) de vermenigvuldiging is commutatief: voor alle a,b € Q geldt ab = ba;
(Q5) de vermenigvuldiging is associatief: voor alle a,b, ¢ € Q geldt (ab)c = a(bc);
(Q6) 1 is neutraal voor de vermenigvuldiging, d.w.z., voor alle a € Q geldt
lla=aenal=aq;
(Q7) de distributieve eigenschap geldt: voor alle a, b, ¢ € Q geldt a(b+c) = ab+ac;

met ander woorden (Q,0,1,+,-) is een ring. Het volgende axioma drukt uit dat
we in Q ook kunnen delen (door elementen verschillend van 0):

(Q8) multiplicatieve inversen bestaan: voor alle a € Q met a # 0 bestaat er een
b € Q zodat ab = 1.

Met kan bewijzen dat multiplicatieve inversen uniek zijn, en we zullen de
multiplicatieve inverse van a met 1/a of met a~! noteren.
Totnogtoe voldoet ook bijvoorbeeld R aan de axioma’s. Om Q te karakterise-
ren hebben we nog twee axioma’s nodig.
(Q9) als A C Q voldoet aan
(i) 0eAdenle A en
(ii) alsa € Adan —a € A, en
(i) als a € Amet a#0dan 1/a € A, en
(iv) alsa,be Adana+be€ Aen ab € A;
dan A = Q;
(Q10) de verzameling Q is niet eindig.

Men kan bewijzen dat de bovenstaande lijst eigenschappen het gegeven (Q,0, 1,4+, -)
uniek bepaalt, in dezelfde zin als we dat voor de natuurlijke getallen hebben ge-
zien.
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Delen

Constructie van Q

Opgaven

De reden om Z uit te breiden tot QQ is dat we voor rationale getallen a en b met
b # 0 nu ook het quotiént van a en b kunnen definieren:

a/b=a-(1/b).
We hebben hiermee een nieuwe operatie op Q gedefinieerd, delen:
/: Qx (Q\{0}) = Q, (a,b)+— a/bd.

De axioma’s voor Q impliceren dat ieder element van Q van de vorm a/b is, met
a,b € Z en b # 0. Bovendien geldt voor a,b,a’,b’ € Z met b # 0 en b’ # 0, dat

a/b=d /b (nQ) <& ab=db (in2Z).

Met andere woorden, de afbeelding ¢: Z x (Z\{0}) met ¢(a,b) = a/b is een
quotiéntafbeelding voor de equivalentierelatie

(a,b) ~ (a',b') & ab =d'b.

Dit propositie suggereert dat we Q uit Z kunnen construeren als Zx (Z\{0})/ ~.
Het is inderdaad mogelijk om uit de optelling en vermenigvuldiging in Z een op-
telling en vermenigvuldiging op Z x (Z\{0})/ ~ te definiéren zodat

(Z X (Z\{O})/ ~ (Ov 1)7 (1’ 1)5 +, )
voldoet aan alle axioma’s (Q0)—(Q10).

Het reéle getal v/2 is niet rationaal, nauwkeuriger:
I1.4.2 Stelling. Er is geen x € Q met 22 = 2.

Bewijs. Stel dat er een € Q is met 2 = 2. Dan zijn er a,b € Z, met b # 0
zodat = a/b en geldt dus

a? = 20°.
We mogen aannemen dat b > 0 en dat b de kleinst mogelijke noemer is. Merk op
dat @ noodzakelijk even is, immers als a oneven is dan is ook a? oneven, maar 2b?
is even. Er is dus een a’ € Z met a = 2a’. Invullen in de bovenstaande identiteit
levert dan 4a’? = 2b? en dus

b = 24"
Op dezelfde manier volgt nu dat b = 20’ voor een i € Z, en we vinden een
oplossing a’ /b’ met een kleinere noemer, een tegenspraak. [ |

We zullen later bewijzen dat de vergelijking 22 = 2 wel degelijk een oplossing
heeft in R. Een reéel getal wat niet rationaal is heet irrationaal.

. Bewijs uit de axioma’s voor Z dat de relatie

(a,b) ~ (d',V) & ab =ad'b

op Z x Z\{0} een equivalentierelatie is.

. Bewijs dat er geen x € Q is zodat 22 = 3.

. Bewijs dat Fy (zie opgave[I1.2.5]) voldoet aan axioma’s (Q0)—(Q9), maar niet aan

(Q10).
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11 DE REELE GETALLEN

[11.1  Algebraische structuur van reéle getallen

We vervolgen onze axiomatische karakterisering van getalsystemen. Nu zijn de
reéle getallen aan de beurt, met de operaties van optelling en vermenigvuldiging,
en de ordeningsrelatie. De axioma’s geven we in drie delen, waarvan de eerste
twee in deze sectie. Alle axioma’s samen karakteriseren de reéle getallen met hun
optelling, vermenigvuldiging en ordening. Een constructie van R uit Q zullen we
later nog schetsen.

Axioma’'s voor R, We geven nu een aantal gegevens en axioma’s voor R, de verzameling van reéle
deel 1 getallen, met optelling en vermenigvuldiging. De gegevens zijn:

(a) een verzameling R;

(b) elementen 0 en 1 in R;

(c) een afbeelding +: R x R — R;
(d) een afbeelding -: R x R — R;
(e) een relatie > op R.

In deze paragraaf zullen we enkel de axioma’s voor de optelling en vermenigvul-
diging beschouwen, en in de volgende twee paragrafen zullen we de axioma’s voor
de relatie > geven.

De eerste 9 axioma’s zijn identiek aan die voor Q. De optelling voldoet aan

(RO) de optelling is commutatief: voor alle a,b € R geldt a +b = b + a;

(R1) de optelling is associatief: voor alle a, b, c € R geldt (a+b)+c = a+(b+c);
(R2) 0 is neutraal voor de optelling, d.w.z., voor alle a € R geldt 0+ a = a;
(R3) additieve inversen bestaan: voor iedere a € R is er een b € R met a+b = 0;

Met hetzelfde argument als voor Z kunnen we opnieuw bewijzen dat de addi-
tieve inverse van a € R uniek is, en we noteren deze met —a. De vermenigvuldiging
voldoet aan:

(R4) de vermenigvuldiging is commutatief: voor alle a,b € R geldt ab = ba;

(R5) de vermenigvuldiging is associatief: voor alle a, b, ¢ € R geldt (ab)c = a(be);

(R6) 1 is neutraal voor de vermenigvuldiging, d.w.z., voor alle a € R geldt
lla=aenal=a;

(R7) de distributieve eigenschap geldt: voor alle a, b, ¢ € R geldt a(b+c) = ab+ac;

(R8) multiplicatieve inversen bestaan: voor iedere a € R met a # 0 is er een
b€ R met ab=1;
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Verder moeten we nog eisen
(R9) 0#1;

De axioma’s (R0O)—(R9) drukken uit dat (R,0,1,4,-) een lichaam is. Ook
Q is een lichaam, maar Z is geen lichaam want bijvoorbeeld 2 € Z heeft geen
multiplicatieve inverse.

Multiplicatieve inversen in R zijn uniek:

II1.1.1 Propositie. Als a,b,b’ e Rmetab=1enab' =1, dan b=1"V".

Bewijs. Er geldt wegens (R6) en ab’ = 1 dat geldt b = (ab’)b. Analoog geldt
ook V' = (ab)b'. Uit (R4) en (R5) volgt dat (ab')b = (ab), en bijgevolg geldt
b=10. [ |

We zullen de multiplicatieve inverse van a € R (met a # 0) als 1/a of als a™!
noteren.

Als gevolg van het bestaan van multiplicatieve inversen vinden we ook een
multiplicatieve schrappingswet:

IT1.1.2 Propositie. Zij a,b,c € R met ¢ # 0. Als ac = be dan geldt a = 0.

Bewijs. Neem aan dat ac = be. Zij ¢! de multiplicatieve inverse van c. Er geldt
dan
a=a-1=alcc™') = (ac)c™' = (be)c™t =b(cc™) =,

waar we naast de definitie van ¢=! enkel axioma’s (R5) en (R6) gebruikt hebben.
|

Net als in Z kunnen we nu ook voor a, b € R het verschil definiéren: a—b = a+(—b),
en, als b # 0, het quotiént a/b = a-b~1.

Uit de axioma’s (R0)—(R9) kunnen we alle bekende rekenregels voor de reéle
getallen met optellen, vermenigvuldigen en delen afleiden; zie Opgaven [[TL.1.3|
en [IL.T.4] voor een aantal daarvan.

Er is, vanwege Stelling[X.3.1] een unieke afbeelding f: N — Rmet f(0) = 0 en,
voor alle n € N, f(n+1) = 1+ f(n). Deze afbeelding is injectief (Opgave [IL1.6).
Dan is er een unieke uitbreiding van f tot Z met de eigenschap dat voor alle
a,b € N geldt: f(a—b) = f(a) — f(b); deze uitbreiding is ook injectief. Tenslotte
kunnen we f uniek voortzetten tot Q, met de eigenschap dat voor alle a,b € Z
met b # 0 geldt: f(a/b) = f(a)/f(b), en deze uitbreiding is ook injectief. Via
deze f: Q — R vatten we N, Z en Q op als deelverzamelingen van R.

Opgaven

1. Bewijs de additieve schrapwet in R: als z,y,z € R met x +y = « + z dan geldt
Y=z

2. Bewijs dat de additieve inverse van een z € R uniek is.

3. Bewijs slechts met behulp van de basiseigenschappen (RO) t/m (R8) de volgende
rekenregels voor de reéle getallen: voor alle a,b € R geldt

(a) —(-a)=a;
(b) a-0=0;
(¢) (=a)-(=b)=a-b;
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(d) alsa#0enbdb#0danisa-b#0;

(e) alsa#0enb=#0dan geldt (b-a)™t =a"1 b7}
() (a+b)-(a—b)=a®— %

(

g) als a? =b? danis a = b of a = —b.

4. Bewijs slechts met behulp van de basiseigenschappen (RO) t/m (R8) dat voor
alle a,b,c,d € R met b # 0 en d # 0 geldt

() 2o =7—

d b-d
a

d’

R alsle oI R

a ad

d) —=—.
(d) b/d b
5. Bewijs de volgende beweringen:
(a) Elke vergelijking a + = b met a,b € R heeft precies één oplossing in R.

(b) Elke vergelijking az = b met a,b € R en a # 0 heeft precies één oplossing
in R.

# 6. Laat zien dat de afbeelding f: N — R met f(0) = 0 en, voor alle n € N,
fn+1) =1+ f(n), injectief is.
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[11.2  De ordening op R en ongelijkheden

Axioma's voor R,
deel 2

In de vorige paragraaf hebben we axioma’s gegeven voor de optelling en verme-
nigvuldiging in R, maar om R vast te leggen moeten we ook ongelijkheden in R
beschouwen. In deze paragraaf beschrijven we de elementaire eigenschappen van
de relatie < op R.

De relatie > op R voldoet aan volgende axioma’s:

(R10) voor alle a,b € R geldt precies één van de volgende drie gevallen: a = b,
of a > b, of b > a;

(R11) voor alle a,b € R geldt: alsa>0en b >0, dan a +b > 0 en ab > 0;

(R12) Voor elke a,b € R geldt: a > b dan en slechts dan als a — b > 0.

De axioma’s (R0)—(R12) drukken uit dat (R,0,1,4+,-,>) een geordend li-
chaam is.

Als a > 0 noemen we a positief , en we schrijven R~ voor de verzameling van
positieve reéle getallen.

We definiéren de relatie < op R als volgt: vooraenbin R geldt: a < b < b > a.

Als a < 0 noemen we a negatief.

We gebruiken a > b als een afkorting van “a > b of a = b” en zeggen dat a
groter dan of gelijk aan b is; analoog definiéren we a < b en a < b.

Merk op dat uit de axioma’s volgt dat < transitief is:

II1.2.1 Propositie (transitiviteit van >). Voor alle z,y,z € R geldt: als z > y
eny>zdanz > z.

Bewijs. Stel dat > y en y > z. Wegens (R12) geldt dan dat z —y > 0 en
y —z > 0. Dus met (R11) volgt dat (x —y) + (y —2) > 0, en dus x — z > 0.
Nogmaals toepassen van (R12) geeft dan = > z. |

II1.2.2 Gevolg. <, <, > zijn transitief.

Wegens de transitiviteit mogen we voortaan x < y < z schrijven indien z < y
en y < z, en mogen we hieruit ook concluderen dat z < z.

I11.2.3 Propositie. 1 > 0.

Bewijs. Wegens (R9) geldt 1 # 0, dus uit (R10) halen we dat ofwel 1 > 0 ofwel
1 < 0. Als 1 > 0 valt er niks te bewijzen. Neem dus aan dat geldt 1 < 0. Dan
volgt uit (R12) dat —1 > 0, en uit (R11) dat (—1)(—1) > 0. Maar we hebben
1= (=1)(~=1), dus 1 > 0. n

IT1.2.4 Propositie. Voor alle z,y, z,t € R geldt

(alsz<ydanz+z<y+z
Jalsz<yenz<tdanxz+z<y-+t;
Jalsz<yenz>0danz-z<y-z
(iv) alsz<yenz<Odanz-z>y-z;
) als z > 0dan 1/z > 0.
)alsz>y>0dan1/y > 1/z.
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Ongelijkheid van
Bernoulli

Absolute waarde

Bewijs. We bewijzen hier enkel (i) en (iii), voor de overige delen, zie Opgave
(i) Neem aan dat x < y. Wegens (R12) geldt dan y — 2 > 0, en dus ook
(y +2) — (# + x) > 0. Nogmaals (R12) toepassen levert y + z > = + z, wat we
moesten bewijzen.
(iii) Neem aan dat < y en z > 0. Met (R12) volgt dat y —z > 0 en met
(R11) dat 2(y —z) > 0. Dus zy — zz > 0, en met (R12) concluderen we dat
2y > 2T. |

I11.2.5 Propositie. Zij x,y € R. Dan geldt
xzy>0 < (z>0eny>0)of (zx<0eny<0)

en
xy<0 < (x<0eny>0)of (z>0eny<0).

In het bijzonder is 22 > 0 als = # 0.

Bewijs. Opgave [[IT.2.4] [ |
Tenslotte voldoet de ordening aan het volgende axioma.
(R13) (Archimedische eigenschap) Voor iedere z € R is er een n € N met z < n.

Dit heeft als gevolg dat tussen elk paar verschillende reéle getallen een rationaal
getal ligt!

I11.2.6 Stelling. Zij z,y € R met z < y. Dan bestaatereenge Q metz < ¢ < y.
Voor het bewijs, zie Opgave

I11.2.7 Opmerking. Men kan nagaan dat de ongelijkheid op R overeenkomt met
de ongelijkheid op N C R gedefinieerd in

Volgende ongelijkheid is soms erg nuttig.

II1.2.8 Stelling (Ongelijkheid van Bernoulli). Zijn € Nen € R met > —1.
Dan geldt (1 +x)"* > 1+ nz.

Voor het bewijs, zie Opgave [[I1.2.6

Tedere eindige niet-lege deelverzameling van R heeft een maximum. In het bijzon-
der definiéren we, voor iedere x € R, de absolute waarde van x door

|zl =z alsz >0, en || = —z als z < 0.
IT1.2.9 Propositie. Voor iedere z € R geldt:
|x| = max{—=x,x}.
Bewijs. Ofwel geldt > 0 ofwel z < 0. We beschouwen beide gevallen afzonder-
lljkin het eerste geval geldt || = x en omdat > —x ook max{—=z,z} = x, dus

de propositie geldt. In het tweede geval geldt |x| = —z en omdat nu geldt —x > «
geldt ook max{—=x,x} = —x, wat we moesten bewijzen. [ |
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Driehoeks-
ongelijkheid

IT1.2.10 Voorbeeld. We zocken alle oplossingen in R van de ongelijkheid
|z + 2| + |z — 5] + 2z > |z]

Voor z < —2 geldt |z + 2| = —(x + 2), en voor z > —2 geldt |z + 2| = = + 2,
en natuurlijk gedragen |x — 5| en |z| zich analoog in 5 en 0, respectievelijk. We
verdelen daarom de reéle rechte in vier intervallen: (—oo,—2), [—2,0), [0,5) en
[5,00), en lossen de ongelijkheid op elk interval apart.

Alsxz € (—o0,—2) danis |t +2|= -2 —2, [x — 5| =—x+5en |z| = —z en
na invullen en vereenvoudigen krijgen we

> -3
Hieruit volgt dat op (—oo, —2) de oplossing is het interval (—oo, —2) N (=3, 00),
hetgeen gelijk is aan (—3, —2).
Analoog (zie Opgave [[I1.2.9) vinden we dat de oplossingen op [—2,0) het hele

interval [—2,0) is, op [0,5) weer het hele interval [0,5) en op [5, 00) ook het hele
interval [5,00). De oplossingsverzameling van de ongelijkheid is dan

(—3,-2)U[=2,0)U[0,5) U [5,00) = (—3, c0).

De volgende ongelijkheid beschrijft een van de belangrijkste eigenschappen van
de absolute waarde.

II1.2.11 Stelling (Driehoeksongelijkheid). Voor alle z,y € R geldt
|z +yl < ||+ [yl.

Beuwijs. Uit Propositie [[I1.2.9] volgt dat —z < || en —y < |y|, zodat
—z—y <[z +yl.

Uit Propositie volgt eveneens dat z < |z| en y < |y|, zodat
z+y < 2|+ yl.

Omdat of wel |z + y| = x + y ofwel |z + y| = —z — y, concluderen we dat in elk
geval |z +y| < [z] + [yl u

I11.2.12 Gevolg (Omgekeerde driehoeksongelijkheid). Voor alle z,y € R geldt
| = |yl < |z —yl.
Bewijs. Opgave [ |

II1.2.13 Opmerking. Als x en y reéle getallen zijn dan stelt |y — x| de afstand
van x naar y op de reéle rechte voor. Uit de driehoeksongelijkheid volgt dat
de afstand tussen twee reéle getallen niet groter kan zijn dan de som van hun
absolute waarden. De naam ‘driehoeksongelijkheid’ heeft meer te maken met
afstanden in R? of in C, waar ze ook geldt, en waar ze echt met drichoeken te
maken heeft.
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Ongelijkheid van
Rekenkundig en

Het is niet moeilijk om te bewijzen dat een product van twee getallen — bij vaste
som — maximaal is als de factoren even groot zijn, en een som van twee niet-

Meetkundig n-egatieve getallen minimaal — bij vast product — als de termen even groot zijn,
Gemiddelde zie Opgave [[I.2.15] en Opgave [[I1.2.16]

De vraag is nu of dit verschijnsel zich voortzet: Is het product van n getallen
— bij vaste som — maximaal als alle factoren even groot zijn? Is de som van n
niet-negatieve getallen — bij vast product — minimaal als alle termen even groot
zijn?

Het antwoord wordt gegeven door de volgende stelling. In deze stelling komen
n-de wortels van reéle getallen > 0 voor; deze worden in de volgende paragraaf,
in Opgave gedefinieerd.

II1.2.14 Stelling (Ongelijkheid van Rekenkundig en Meetkundig Gemiddelde).
Laat n een positief natuurlijk getal zijn. Dan geldt voor elk n-tal niet-negatieve reéle
getallen aq, as, ..., a, de volgende ongelijkheid
a1+a2+...+an
Vajaz - - an < ,
n
met gelijkheid dan en slechts dan als a1 = as = -+ = a,.
Bewijs. Opgave [[I1.2. 19 [ |
II1.2.15 Opmerking. Het getal (a1 +az+: - -+ay,)/n heet het rekenkundig gemid-
delde van het n-tal a1, as, ..., a,, en het getal /ajas---a, heet het meetkundig
gemiddelde van het n-tal a1, ao, ..., ay.
Opgaven

1. Bewijs Propositie [I11.2.4] (i)—(iv).

2. Bewijs dat —1 < 0.

3. Bewijs Propositie [[11.2.4] (v)—(vi).

4. Bewijs Propositie [[T[.2.5]

5. Zij z,y € R. Bewijs dat x < y dan en slechts dan als voor alle € € R+ geldt
r<y+te.

# 6. Bewijs Stelling Aanwijzing: Gebruik inductie naar n.
% # 7. Bewijs dat tussen elk paar reéle getallen = < y een rationaal getal ligt.
# 8. Vind alle oplossingen van de volgende ongelijkheden:

(a) (x+1)1—2x)> (z+1) met z € R;

1Een meer conceptueel bewijs kan gegeven worden door te gebruiken dat de functie
In: Ryo — R convex is. Deze convexiteit betekent dat voor alle z,y € Ry met x < y het
lijnstuk tussen de punten (z,lnz) en (y,lny) onder de grafiek van In ligt. Deze eigenschap
volgt uit het negatief zijn van de tweede afgeleide van In. De bovengenoemde opgave geeft een
eenvoudiger bewijs.
Voor de functie In wordt soms ook de notatie log gebruikt.
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10.

11.
12.
#13.

14.

15.

16.

17.

18.

*19.

(z+1)?
z(x + 2)

(b) >0 met x € R\ {0,-2};

1
(c) 4+;>Ometx6R\{O};
2z —

d) z< 1methR\{O};

1 1
< —— met z € R\ {—2,2}.
(e) s S g e xeR\{ }

. Vul alle details van Voorbeeld [IL.2.10] in.

Los de volgende ongelijkheden op:

(a) |22 —3|+1]2—3z| >z — |z + 5| met z € R;
e —1]  x+2

b

(b) z+1 |z —4

(c) |z% + 3z — 10| < 0 met = € R;

met z € R\ {-1,4};

Zij z,y,t € R. Bewijs dat | —y| < |x —¢| + |t — y.

Toon aan dat dat voor alle n € N en voor alle x € R geldt dat |z

Bewijs Gevolg
Zijn € Nen x1,...,z, € R. Bewijs met volledige inductie dat

n

k=1

Laat zien dat voor alle reéle getallen x, y en ¢ geldt: Het maximum van xy onder
de voorwaarde dat = + y = ¢ wordt aangenomen als z = y en dat maximum is

gelijk aan /4. [

Laat zien dat voor alle positieve reéle getallen x, y en ¢ geldt: Het minimum
van z + y onder de voorwaarde dat ry = ¢ wordt aangenomen als x = y en dat

minimum is gelijk aan 2+/c.

Welk getal overschrijdt zijn kwadraat met het grootste bedrag?

Bewijs dat voor elk positief reéel getal a geldt

1
a+— =2
a

Voor welke a geldt gelijkheid?

Bewijs Stelling

(a) Laat a en b twee positieve reéle getallen zijn. Toon aan

- () - (3

Toon aan: als a # b dan ab < ((a + b)/2)?.

2Meetkundig betekent dit dat bij gegeven omtrek, de oppervlakte van een rechthoek maximaal

is als de rechthoek een vierkant is.
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Bewijs nu de ongelijkheid van Ongelijkheid van Rekenkundig en Meetkundig
Gemiddelde voor twee getallen a; en as.

Bewijs de ongelijkheid voor vier getallen a1, a2, as en a4. Hint: pas het geval
n = 2 toe op het paar a; en ag, het paar as en ay4, en het paar (a1 + az2)/2
en (az +aq)/2

Bewijs de ongelijkheid voor drie getallen ai, as en as. Hint: definiéer eerst
as = (a1 + az + a3)/3 en pas dan het geval n = 4 toe.

Bewijs, met volledige inductie naar n, de ongelijkheid voor 2" getallen a,
ag, ..., agn.

Bewijs: als de ongelijkheid voor n getallen geldt dan geldt hij ook voor n — 1
getallen.

Bewijs de Ongelijkheid van Rekenkundig en Meetkundig Gemiddelde.

48

Il DE REELE GETALLEN



supremum

infimum

1.3 Supremum en infimum

Zowel de reéle getallen als de rationale getallen vormen geordende lichamen. Deze
geordende lichamen zijn echter principieel verschillend. De verzameling R is bij-
voorbeeld aanzienlijk groter dan de verzameling Q. We hebben al vermeld dat een
bijectie tussen N en Q bestaat maar geen bijectie tussen N en R; de verzameling
Q is aftelbaar en we zullen later bewijzen dat de verzameling R overaftelbaar is.

Het volgende voorbeeld illustreert een andere eigenschap van de reéle rechte
die de verzameling Q niet heeft maar die in de Analyse heel belangrijk is.

IT1.3.1 Voorbeeld. Bekijk maar eens de verzameling van alle rationale getallen
met de eigenschap dat ze of negatief zijn of dat hun kwadraat niet groter dan 2
is:

A:{xe@:x<0}u{x€(@:x>0enx2§2}.

Blijkbaar is elk rationaal getal ¢ < v/2 een element van A en het is ook niet moeilijk
in te zien dat geen getal groter dan v/2 element van A is. Het getal v/2 markeert
de overgang van A naar zijn complement Q \ A: alle elementen van A liggen op
de reéle rechte links van v/2, en alle elementen van Q \ A bevinden zich rechts
van /2. Het ‘grensgetal’ v/2 is echter géén rationaal getal, zie Stelling we
zouden kunnen zeggen dat de verzameling Q ‘gaten’ bevat. _

De verzameling R heeft geen ‘gaten’; om deze belangrijke eigenschap van R te
kunnen formuleren geven we eerst enkele definities.

IT1.3.2 Definitie. Een deelverzameling V van R heet:

(i) naar boven begrensd als er een = € R bestaat z6 dat v <  voor alle v € V. In
deze situatie noemen we x een bovengrens voor V.
(ii) naar beneden begrensd als er een z € R bestaat z6 dat x < v voor alle v € V.
In deze situatie noemen we x een ondergrens voor V.
(iii) begrensd als V' naar boven en naar beneden begrensd is.

II1.3.3 Voorbeeld. De deelverzameling N van R is naar beneden begrensd (iedere
x < 0 is een ondergrens) maar niet naar boven begrensd (dit is (R13)). De
verzamelingen Z en Q zijn noch naar boven, noch naar beneden begrensd. De
intervallen (0,1) ={z e R: 0 <z <1l}en[0,1]={z e R: 0 <z < 1} zijn
begrensd; in beide gevallen is iedere x > 1 een bovengrens en iedere x < 0 een
ondergrens. _

I11.3.4 Definitie. Zij V een deelverzameling van R.

(i) Een element z € R heet een supremum van V' als het een kleinste bovengrens
van V is, dat wil zeggen,

e 1 is bovengrens voor V, en
e als y een bovengrens voor V is; dan geldt y > x.

(ii) Een element x € R heet een infimum van V als het een grootste ondergrens
van V is, dat wil zeggen,

e 1 is ondergrens voor V, en

e als y een ondergrens voor V is, dan geldt y < .

II1.3.5 Opmerking. Suprema en infima van verzamelingen zijn (als ze bestaan!)
uniek, daarom zeggen we het supremum, de kleinste bovengrens, het infimum en
de grootste ondergrens.

Notatie: inf V' voor het infimum, en sup V' voor het supremum
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Axioma's voor R,
deel 3

II1.3.6 Voorbeeld. Zij a,b € R met a < b. We beweren dat sup [a, b] = b. Het is
duidelijk dat b een bovengrens is. Stel nu dat b niet de kleinste bovengrens is, dan
is er dus een ¢ < b die een bovengrens is voor [a,b]. Maar dit is een tegenspraak,
want b € [a,b] en b > c.

Een gelijkaardig argument bewijst dat inf [a, b] = a. -

II1.3.7 Voorbeeld. Zij a,b € R met a < b. We gaan bewijzen dat sup (a,b) = b.
In ieder geval is b een bovengrens. Stel dat b niet de kleinste bovengrens is.
Dan is er een ¢ < b die ook een bovengrens is. Kies een « € (a,b). Dan geldt
¢ >z en dus 0ok ¢ > a. Beschouw nu y = (b+¢)/2. Er geldt y € (a,b) en y > c.
Dit is een tegenspraak met de aanname dat ¢ een bovengrens is.
Op dezelfde wijze kan men bewijzen dat inf (a,b) = a. _

We kunnen nu eindelijk het allerlaatste axioma voor de reéle getallen formuleren.

(R14) (Fundamentele eigenschap van R) Iedere niet-lege naar boven begrensde
deelverzameling van R heeft een unieke kleinste bovengrens.

Deze eigenschap geldt niet voor de rationale getallen: neem bijvoorbeeld A uit
Voorbeeld [[TI.3.] Dan is A naar boven begrensd en niet-leeg maar A heeft geen
kleinste bovengrens in Q.

I11.3.8 Opmerking. Men kan bewijzen dat de lijst axioma’s (R0)—(R14) het
gegeven (R,0,1,+,-,>) karakteriseert, in dezelfde zin als we dat hebben gefor-
muleerd voor N, Z en Q. Ook kan men bewijzen dat er zo'n gegeven bestaat,
door een constructie te geven. Een schets van zo’'n constructie volgt later (zie

pagina .

Door Axioma (R13) toe te passen op —V = {—v : v € V'} zien we dat iedere
niet-lege naar beneden begrensde deelverzameling van R een grootste ondergrens
heeft.

IT1.3.9 Gevolg. ledere niet-lege naar beneden begrensde deelverzameling van R
heeft een unieke grootste ondergrens.

In de volgende twee stellingen vatten we een aantal eigenschappen van sup en
inf samen.
IT1.3.10 Propositie. Zij V' een niet-lege begrensde deelverzameling van R.

(i) Voor alle d € R geldt sup{v +d:v eV} = (supV) +d;
(i) Als ¢ > 0 dan sup{cv:v eV} =csupV;
(iii) Als ¢ <0 dan sup{cv:v €V} =cinf V.

Bewijs. Zie opgave [[I1.3.8] [ |

IT1.3.11 Propositie. Laat A een niet-lege verzameling zijn. f : A — R en
g : A — R functies zijn z6 dat f[A] en g[A] begrensd zijn. Er geldt

(i) sup{f(z) + 9(x) : = € A} < sup{f(x) : © € A} + sup{g(x) : z € A},
(ii) Als voor alle z € A geldt dat f(z) > 0 en g(x) > 0, dan

sup{f(z)g(x) : x € A} <sup{f(z):z € A}sup{g(z) : x € A}

en
inf{f(z)g(z) : x € A} > inf{f(x) : x € A}inf{g(z) : x € A}.
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maximum
minimum

(iii) Als voor alle x € A geldt dat f(x) < g(x), dan

sup{f(z):z € A} <sup{g(z):z € A}

en
inf{f(x):x € A} <inf{g(z) : z € A}.

Bewijs. (i) Voor alle 2 € A geldt
f(@) +g(z) <sup{f(z):x € A} +sup{g(z) : z € A}

en dus is het rechterlid een bovengrens voor {f(z) + g(z) : © € A}. Aangezien
sup{f(z) + g(z) : = € A} de kleinste bovengrens is voor deze verzameling volgt
dat

sup{f(z) + g(x) : x € A} <sup{f(x):z € A} +sup{g(x) : x € A}.
(i) en (iii). Zie opgave[[IL.3.9 |

I11.3.12 Definitie. Zij V' een deelverzameling van R. We noemen een element
v € V een mazimum van V als v > u voor alle w € V. We noteren dan v = max V.
Een minimum van V', notatie: min V', wordt analoog gedefinieerd.

111.3.13 Voorbeeld. Zij a,b € R met a < b.

Het gesloten interval [a,b] heeft b als maximum. Immers b € [a,b] en het is
duidelijk dat voor alle u € [a, b] geldt dat b > u.

Het open interval (a, b) heeft geen maximum. Immers, neem aan dat v € (a, b)
een maximum is. Beschouw dan ¢ = (b+ v)/2. Er geldt dat v < ¢ < b. In het
bijzonder is ¢ € (a,b) maar geldt niet v > ¢, een tegenspraak. ==

Het verband tussen supremum en maximum is als volgt:

I11.3.14 Stelling. Zij V een niet-lege deelverzameling van R. De volgende uitspra-
ken zijn equivalent:

(i) V heeft een maximum;
(ii) V is naar boven begrensd en supV € V.

In deze situatie geldt maxV =sup V.

Bewijs. (i) = (i1): Als V een maximum v heeft, dan is v een bovengrens voor V.
We laten zien dat v = sup V; dit geeft (ii). Stel eens dat w een bovengrens voor
V is. Dan geldt u < w voor alle v € V, dus in het bijzonder v < w, want v € V.
Dit laat zien dat v de kleinste bovengrens van V is, dus v =sup V.

(#4) = (4): Zij v = sup V; volgens aanname is v € V. Omdat v een bovengrens
voor V is, geldt u < v voor alle u € V. Dit laat zien dat v het maximum van V'
is. |

I11.3.15 Opmerking. Een analoge stelling geldt ook voor minima en infima.

Opgaven

1. Zij

V={1/n: neNx}.
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& 2.

#11.

(a) Laat zien dat 0 een ondergrens is voor V.

(b) Laat zien dat geen enkel reéel getal > 0 een ondergrens is voor V.
Aanwijzing: Gebruik de Archimedische eigenschap.

(¢) Concludeer dat inf V' = 0.

(d) Laat zien dat V' geen minimum heeft.

Bepaal het supremum, infimum, maximum en minimum van V in R of laat zien
dat ze niet bestaan; geef ook alle benodigde bewijzen:

(a) V = {0
(b) V={(-1)":neN}

(¢) V ={sin(nn/2):n€Z};

(d) V={zeR:x#0en 1/z > 2}

(e) V =[-1,V/2]NQ. (Hint: gebruik stelling [[11.2.6)

. Bewijs dat het supremum van een verzameling (als die bestaat) uniek is.

Zij V een niet-lege deelverzameling van R en b € R een bovengrens van V. Toon
aan dat b = sup V dan en slechts dan als voor alle ¢ € R met ¢ >0 ereenv eV
bestaat zodat v > b —e.

. Zij V een niet-lege en naar boven begrensde deelverzameling van R, en zij W een

niet-lege deelverzameling van V.

(a) Toon aan dat W naar boven begrensd is en dat sup W < sup V.
Aanwijzing: Tedere bovengrens voor V is ook een bovengrens voor W.

(b) Geef een voorbeeld waarbij V' # W en supW =sup V.

. Zij V een niet-lege begrensde deelverzameling van R. Toon aan:

(a) Voor alle v € V geldt
infV <v<supV.

(b) inf V =supV dan en slechts dan als V uit één element bestaat.

. Bewijs Gevolg [[IT:3.9] in detail.

Bewijs Propositie [IL.3.10}

. Bewijs (ii) en (iii) van Propositie [IT1.3.11

10.

7ij A, B niet-lege naar boven begrensde deelverzamelingen van R. Bewijs of weer-
leg:

(a) als voor alle a € A en b € B geldt dat a < b, dan sup A < inf B;

(b) als voor alle a € A en b € B geldt dat a < b, dan sup A < inf B.

Laat V en W niet-lege deelverzamelingen van R zijn met maxima maxV en
max W. Toon aan of weerleg:

(a) De vereniging VU W heeft een maximum;
(b) Als VNW # & dan heeft de doorsnede V N W een maximum.

Geef in beide gevallen een formule voor het maximum indien het bestaat; geef
anders een tegenvoorbeeld.
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#12. Bewijs of weerleg:
(a) Eriseen A CR z6dat max A = min A.
(b) Eriseen A C R z6 dat max A of min A niet bestaat maar inf A = sup A.

13. Bewijs dat elke niet lege eindige deelverzameling van R een maximum en een
minimum heeft.

14. Een deelverzameling V van R heet open als voor alle v € V er een € € R+ bestaat
zodat (v —e,v+¢) C V.

Fal (a) Welk van de volgende deelverzamelingen van R zijn open: @, R, [0,1], (0,1),
(0,00), Z, R\Z, {0}.
Fal (b) Zij U,V open deelverzamelingen van R. Laat zien dat U NV open is.
(¢) Zij U,V open deelverzamelingen van R. Laat zien dat U UV open is.

(d) Zij (V;)ier een collectie open deelverzamelingen van R. Laat zien dat U, V;
open is. Geef een voorbeeld waarbij N;c;V; niet open is.

(e) Zij V C R open, niet-leeg en naar boven begrensd. Laat zien dat supV & V.

#015. Zij V een niet-lege, naar boven begrensde deelverzameling van R. Laat zien dat
de verzameling van alle bovengrenzen van V een minimum heeft. Wat is dit
minimum?

Y 16. Laat n € Nmet n > 1, en laat x € R met > 0. Laat V = {y € R>¢ : y" < z}.
(a) Laat zien dat V een supremum heeft.
* (b) Laat zien dat sup(V)" = x.
(c) Laat zien dat er een unieke y € R>( is met y™ = x. Deze y noemen we de
(positieve) nde wortel uit z, en we noteren die als {/z, of ook als z/™.
(d) Laat zien dat voor z,y € R>g met x < y geldt dat {/z < {/y.
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1V

RIJEN

Een onmisbaar begrip in de Analyse is dat van een rij. Rijen worden overal ge-
bruikt: om continue functies te beschrijven, bij benaderingen van oplossingen van
vergelijkingen enzovoort. In dit hoofdstuk bestuderen we een aantal belangrijke
eigenschappen van reéle rijen.

IV.1 Rijen, convergentie en limiet

Rijen van reéle
getallen

De rij (1/n)n>1

In Paragraaf|[.3|is al gezegd wat een rij is; we herhalen de definitie.

IV.1.1 Definitie. Zij A een verzameling. Een rij in A is een functie a: N — A.
In plaats van a(n) schrijven we meestal a,, en in plaats van a: N — A schrijven
we vaak (an)n>0 of (an)nen. De getallen a,, heten de termen van (an)n>o0. Als
A = R dan noemen we zo'n rij ook wel een reéle rij.

In dit verband noemen we N = {0,1,2,3,...} de indexverzameling van de rij.
Het is soms handiger om een andere indexverzameling te gebruiken, bijvoorbeeld
{1,2,3,...}; in dat geval noteren we de rij als (an)n>1-

Vaak is de rij door een expliciete formule voor de n-de term gegeven, zoals
an = 1/n, b, = 27", ¢, = sinn enzovoort. Deze rijen kunnen we dan noteren
als (1/n)n>1, (27™)n>0 en (sinn),>o. Minder formeel kunnen we een rij geven
door een aantal termen uit te schrijven (indien de formule voor a,, duidelijk is);

bijvoorbeeld: met 1,1/3,1/5,1/7,... bedoelen we de rij (1/(2n + 1))n>0.

IV.1.2 Definitie. Een reéle rij (ay)n>0 heet convergent wanneer er een a € R
bestaat met de volgende eigenschap: voor iedere € > 0 bestaat een N € N zodanig
dat

voor allen > N: Ja, —al <e.

We noemen a een limiet van de rij (ap)n>0. Notatie:

lim a, = a.
n— o0

Een rij die niet convergent is heet divergent.

IV.1.3 Voorbeeld.

(a) We zullen aan de hand van bovenstaande definitie laten zien dat de rij (1/n),>1
convergent is met limiet 0. Laat € > 0. Uit de Archimedische eigenschap van
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De rij ("™)n>0

R volgt het bestaan van een N € Nmet N > 1 en 1/N < . Dan geldt voor
allen > N:

T asS N

(b) Constante rijen zijn convergent, zie Opgave

(¢) Derij ((—1)™)n>0 is divergent want geen enkel getal a voldoet aan de eisen uit
Definitie Neem maar eens aan dat er wel zo'n a was en neem ¢ = 1/2.
Laat N € N z6 dat ’(—1)" — a| < 1/2 voor alle n > N. Neem een even
n > N, dan volgt dat ’1 — a‘ < 1/2, Neem een oneven n > N, dan volgt dat
‘—1 — a’ < 1/2. Maar dat kan niet want hier zou uit volgen dat

1 1 1
|

2=|1-a)—(-1-a)|<|1—a|l+|-1-al <1

IV.1.4 Opmerking. Een rij (a,)n>0 kan maximaal één limiet hebben. Stel maar
eens dat lim a, =aen lim a, = bmet a # b. Dan geldt |a — b| > 0. We leiden

n—oo n—oo
een tegenspraak af. Kies ¢ = %|a —b|. Uit lim a, = a volgt dat er een N; € N
n—oo
bestaat z6 dat voor alle n > Ny geldt |a, — a| < e. Uit lim a, = b volgt dat
n—oo

er een Ny € N bestaat z6 dat voor alle n > Ny geldt |a, — b| < . Kies een
n > max{Ni, No}. Dan geldt dat

la — bl =|(a —an) + (an —b)| <la—an| +|an — b <e+e=]a—1
Ofwel |a — b < |a — b| en dat is onzin.

IV.1.5 Definitie. Zij (2, )n>0 een reéle rij. We zeggen dat (x,,)n>0 een begrensde
rij is als een reédel getal M > 0 bestaat z6 dat voor elke n € N geldt |z,| < M.

Analoog definiéren we naar boven en naar beneden begrensdheid.
Het volgende hulpresultaat is vaak handig.

IV.1.6 Propositie. ledere convergente rij in R is begrensd.

Bewijs. Zij (xn)n>0 een convergente rij in R met limiet . We moeten laten zien
dat er een M > 0 bestaat met |x,| < M voor alle n > 0. Kies een N € N zodanig
dat |z, — x| < 1 voor alle n > N. Zij m = max{|zx|: k=0,...,N—1} en
M = max{m, |z|+1}. Het is duidelijk dat |z, | < m < M voor alle0 < n < N—1.
Voor n > N geldt

2| = [z + (20 — 2)| < 2] + |z — 2 <Jz| +1 <M.

IV.1.7 Voorbeeld. Beschouw de 1ij (ay)n>0 gedefinieerd door a,, = 2n. De rij is
niet begrensd en dus divergent. Om in te zien dat (ay)n>0 niet begrensd is, kies
M > 0 willekeurig. Kies n € N z6 dat n > M/2. Dan geldt |a,| =2n > M. _m

IV.1.8 Stelling. Zij x € R. Dan geldt:

(a) Als |z| > 1 dan is de rij (2™),>0 divergent.
(b) Als |z| < 1dan lim 2™ =0.
n—00
(c) Als z =1dan lim 2" = 1.
n—oo
(d) Als z = —1 dan is de rij (z"),>0 divergent.
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Bewijs. (a): Neem aan dat || > 1. We kunnen een h > 0 vinden z6 dat |z| = 1+h.
Uit de ongelijkheid van Bernoulli (zie Opgave [[11.2.6)) volgt dat

"] = |z|" = (1 + h)" > 1+ nh.

Hier volgt dat (2™),>0 niet begrensd is, en dus divergent.

(b): Zie Opgave [IV.1.12

(c): Dit is duidelijk, want 1™ =1 voor alle n > 0.

(d): Zie Voorbeeld [IV.1.3 (c). [ |

Het is handig om ook een notatie in te voeren die beschrijft in welke zin een
rij zoals (2n),>o divergeert.

IV.1.9 Definitie. We zeggen dat een rij (z,,)n>0 in R naar co divergeert, notatie:

lim x, = oo,
n—oo

als er voor iedere £ € R een NV € N bestaat zodanig dat voor allen > N: z,, > £.

Divergentie naar —oo wordt analoog gedefinieerd.
Het is wel gevaarlijk om te rekenen met divergentie naar oo en —oco. Bedenk
goed dat oo en —oo alleen symbolen zijn. Het zijn dus geen getallen.

IV.1.10 Voorbeeld.(a) Zij a, = 2n met n > 0. Laat £ € R. Volgens de
Archimedische eigenschap is er een N € N met N > £. Voor alle n > N geldt
dan 2n > 2N > N > £. We hebben bewezen dat lim 2n = oco.

n— o0
(b) Zij ap, = n, b, = —nenc, = —n+1met n > 0. Dan is lim a, = oo,
n— o0
lim b, = —c0 en lim ¢, = —oco. Verder geldt dat de rij (a, + bp)n>0 is
n— oo n—oo =z
convergent met limiet 0. De rij (a,, + ¢,)n>0 is convergent met limiet 1.
(¢) Zij ap, = n, en b, = —n + (—=1)® met n > 0. Dan geldt lim a, = oo en
n— 00
lim b, = —00 (an + byn)n>0 is divergent. Immers a,, + b, = (—1)".
n— o0 -
Blijkbaar kun je dus beter niet rekenen met oo. ==
Opgaven

1. Schrijf een paar termen van (a,)n>0 op om een mogelijke limiet a af te leiden.
Probeer vervolgens in elk geval hieronder een natuurlijk getal NV te vinden z6 dat
lan, —a| < 1/2 voor alle n > N, als gegeven wordt

1
(&) an =g 37
(b) ay = =
(€ o=
(@ an=(1"(55)"

2. Beschouw dezelfde rijen als in de voorafgaande opgave.
(a) Vind voor elke ¢ € {1071,1072,1073} een N € N z6 dat voor alle n > N:
la, —al <e.
& (b) Herzie indien nodig uw keuze van a, en bewijs dat elke rij naar de gevonden
waarde a convergeert.

Hint: Gebruik voor [IV.1.1(d) de ongelijkheid van Bernoulli.
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& 5.

& 9.

#10.

#11.

12.

(a) Definieer de rij (an)n>o door a, = \/ﬁ Toon met behulp van de definitie

aan dat lim a, = 0.
n— o0

(b) Definieer de rij (an)n>0 door a, = y/n. Toon met behulp van de definitie aan

dat lim a, = co.
n—oo

. Beschouw de rij (an)n>0, waarbij a, = (4™ +5™)/(2" + 3™) voor elke n € N.

(a) Vind een N € N z6 dat voor alle n > N geldt a,, > 1000.
(b) Bewijs dat lim a,, = oco.
n—oo
Beschouw (ay,)n>0 gedefinieerd voor elke n € N als volgt: ag, = 27" en ag,+1 = 0.
Bewijs met behulp van Definitie dat de 1ij convergent is of laat zien dat de

rij divergent is.

Bewijs dat een constante rij in R convergent is.

. Wat kan men zeggen over een rij (a,)n>0 als gegeven is dat de rij convergent is

en elke a,, een geheel getal is? Vind eerst een paar voorbeelden.

. Toon aan:

(a) Voor alle k € N met k> 1 geldt lim 1/n* = 0.
n—oo
(b) Voor alle n > 2 geldt klim 1/n* =0.
—00

Van een reéle rij ag, a1, aq, ... is gegeven
ap=0 envoorneN a,+apy1 =2n—1.

Vind en bewijs een algemene formule voor a,,.
Zij (zn)n>0 een convergente rij in R met limiet x. Laat a en b in R met a < b.
(a) Toon aan: als a < x,, < b voor alle n, dan geldt ook a < x < b.
(b) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de volgende bewering niet juist is: als

a < x, < bvoor alle n, dan geldt ook a < x < b.
Zij (zy,)n>0 een rij z6 dat (z2p)n>0 en (T2n+1)n>0 convergeren naar dezelfde limiet
x. Toon aan dat (z,),>0 convergeert en lim z, = z.

n—oo

Bewijs Stelling [IV.1.8] (b).
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IV.2 Eigenschappen van convergente rijen

In deze paragraaf bespreken we enkele technieken om aan te tonen dat limieten
bestaan en om ze te berekenen.

Rekenregels voor ~ We leiden enkele eigenschappen van convergente rijen af. Deze stellen ons in staat
convergente rijen  op een eenvoudige manier limieten te berekenen zonder terug te moeten gaan naar
de oorspronkelijke definitie .

IV.2.1 Stelling (Rekenregels voor Limieten). Laat (zy)n>0 en (Yn)n>0 conver-
gente rijen zijn met lim z, = x en lim y, = y. De volgende uitspraken gelden:
n—oo n—oo

(i
Als o € R dan is de rij (axn)n>0 convergent en lim ax, = ax.

) De rij (xn 4 yn)n>0 is convergent en lim (mn +yn)=x+vy.
(i)
n—oo
(iii) De rij (xnyn)n>o0 is convergent en lim z,y, = zy.
- n— oo
)
)
)

1

(iv) Als z #0, danis (- —~)n>0 convergent en lim — = —.
n—00 Ty, T

(v
(vi

Bewijs. (i): Merk eerst op dat

De rij (|zn|)n>0 is convergent, en lim |z,| = |z|.
n—oo

Als er een k > 0 is z6 dat x,, < y,, voor allen >k, danis z < y.

(T +yn) — (@ +y)| = (@0 — @) + (Yn — y)| < (@0 — 2)[ + [(Yn — Y)I-

Laat ¢ > 0. Neem N; en Ny in N z6 dat |z, — x| < £/2 voor alle n > N; en
lyn — y| < €/2 voor alle n > Ny. Kies N = max{Ny, No}. Met de opmerking aan
het begin van het bewijs volgt dat voor alle n > N geldt:

|(@n +yn) — (x+y)| <e/24+¢/2=c¢.
(ii): Het geval @ = 0 is duidelijk. Zij a # 0. Laat ¢ > 0. Kies N € N zo groot
dat voor alle n > N geldt |z, — x| < £/|a|. Voor alle n > N geldt dan

5
lax, —az| = |of|z, — 2] < |a|;7— =e.

|

(iii): Merk eerst op dat uit de driehoeksongelijkheid volgt dat
[ZnYn — Y| < |Tnyn — 2oyl + |20y — 2y = |Tallyn — yl + [yllzn — 2] (IV.1)

We zullen de beide laatste termen afschatten.

Wegens Propositie geldt dat (z,,)n>0 een begrensde rij is. Zij M > 0
z6 dat voor alle n > 0 geldt |z, | < M. Zij € > 0 willekeurig. Kies N; € N z6 dat
voor alle n > N; geldt |z, — 2| < £ Kies Ny € N z6 dat voor alle n > Ny

geld I |yn y| <3 5 M
eem N = max{Nl, Ny}. Met (IV.1)) volgt dat voor alle n > N geldt dat

2 \y|+1

| |<M571 P
TnYn — T S -
Yn =Y oM +1 a1 S22
iv): Merk op dat
(iv)
11 - -
B D Y I (IV.2)

IMerk op dat y of M gelijk aan nul zouden kunnen zijn. Daarom schrijven we ly| + 1 en
M + 1 in de noemer.
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Insluitstelling

Voorbeelden

Zij e > 0 willekeurig. Kies Ny € N zo groot dat |z, — x| < |z|/2 voor alle n > Nj.
Dan volgt voor alle n > N; dat

x
o] = fan - (& — )] <l o = ] < fa + 2
Hier zien we dat |z,| > |z|/2 voor alle n > Nj. In het bijzonder is z, # 0 voor
alle n > Nj.
Kies N2 € N zo groot dat |z, — x| < e|lz|?/2 voor alle n > N;. Neem
N = max{Ny, No}. Met (IV.2)) volgt dat voor alle n > N geldt:

1 1

T, T

claP/2 __
EREE

(v): Zie Opgave [[V.2.1
(vi): Beschouw de rij (z)n>0 gegeven door z, = x,, —yy, en definieer z = x —y.
Dan geldt z, < 0 voor alle n > k. Verder volgt uit (i) en (ii) dat (zn)n>0

convergent is met lim 2z, = z. Het voldoet te bewijzen dat z < 0. Zij e > 0
n—oo

willekeurig. Kies N > k z6 dat voor alle n > N geldt |z, — z| < e. Dan volgt
voor alle n > N dat
2<z—zp, <|z—zy| <e.

Aangezien ¢ > 0 willekeurig is, volgt dat z < 0. [ |

De volgende stelling stelt ons in staat met behulp van bekende convergente rijen
limieten van meer ingewikkelde rijen te vinden.

IV.2.2 Stelling (Insluitstelling). Laat (z,)n>0, (Yn)n>0 en (zn)n>o reéle rijen
zijn met x, < Yn < 2, voor alle n > 0. Neem voorts aan dat de rijen (z,,),>0 en
(zn)n>0 convergent zijn met limiet ¢ € R. Dan convergeert de rij (y,)n>0 eveneens,
met limiet a.

Bewijs. Laat ¢ > 0. Kies Ny € N z6 dat |z, — a| < € voor alle n > N;. Kies
Ny € N z6 dat |z, —a|] < e voor alle n > N3. Noem N = max{Ny, N2}, dan geldt
voor alle n > N dat

a—e<Tp SYn<2p<a-te,

en dus ook |y, —a| < e. [ |

We beginnen met een voorbeeld van een toepassing van de insluitstelling.

IV.2.3 Voorbeeld. Beschouw de rij ((sinn)/n),>1. Voor elke n > 1 geldt:

1 sinn 1

n n n

en ook geldt lim —1/n = 0 = lim 1/n. Volgens de Insluitstelling geldt dus
n—oo n—oo

lim (sinn)/n = 0. -
n—oo

1
IV.2.4 Voorbeeld. Uit de rekenregels voor limieten en lim — = 0 volgt dat

n—o0o N
g 2V SR 42t 24 5+% 240+0 2
1m = l1m — = = —.
n—oo 3n’ +nt4n n—>©®3+%+% 3+0+0 3
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Ten slotte nog enkele bijzondere limieten die we in een stelling formuleren.

IV.2.5 Stelling.
(i) Zijpe Nenz € R met |z|] <1. Dan geldt lim nPz™ = 0.
n—oo
(i) Zij a > 0. Dan geldt lim ({/a),>1 = 1.
n—oo
(iii) Er geldt lim {/n =1.
n—oo

Bewijs. (1): Wegens Opgave [[V.2.1] (¢) voldoet het om 0 < z < 1 te beschouwen.
Het geval x = 0 is duidelijk. Neem aan 0 < z < 1. Definieer y = **/r en
zn = (ny™)P, n > 1. Dan geldt 0 < y < 1, en voor alle n > 1 geldt

nPr = npyn(pH) = nPy"Py" = z,y".

Bewering: (zn)n>1 is begrensd. Kies h > 0 z6 dat % =1+ h. Uit de ongelijkheid

van Bernoulli volgt dat
1

yn
We zien dus dat voor alle n > 1 geldt

=(1+h)">1+nh.

0<ny" < — LI
mn =
=™ Lin~

S| =

Hieruit volgt dat 0 < (ny™)? < h™P voor alle n > 1, en dit bewijst de bewering.
Uit Stelling [IV.1.8| volgt dat lim y™ = 0. Als we dit combineren met Opgave
n—oo

1V.2.2| dan vinden we lim z,y™ = 0, en dit geeft het gevraagde.
n—oo
(ii): Neem eerst aan dat a > 1. Dan geldt /a > 1. Zij n > 2 willekeurig.

Schrijff a =a-1---1 met n — 1 maal een 1. Met behulp van de Ongelijkheid van
het Rekenkundig en Meetkundig Gemiddelde (zie Opgave [IT1.2.19)) volgt dat

Va= Va1 1<t _a-l
n

n

1
Aangezien lim a4 +1 =1, volgt uit de insluitstelling dat lim /a = 1.
n—o0 n n—o00
Stel nu 0 < a < 1. Er geldt {/a = —~—. We weten dat lim %/1/a = 1. Dus
n—oo

N1/a ’
uit de rekenregels voor limieten volgt dat ook in dit geval geldt:

=1

1
lim {/a = lim

n—o0 n—o0o 1"/1/01
(iii): Zie Opgave [IV.2.7]

Opgaven

1. (a) Bewijs Stelling [[V.2.1] (v).
(b) Geef een voorbeeld van een divergente rij (xy,)n>0 26 dat (|z,]),~, conver-

geert.

(¢) Toon aan dat lim z, = 0 dan en slechts dan als lim |z,| = 0.
n—o00 n—00
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& 9.

#10.

11.

12.

13.

. Gegeven zijn de reéle rijen (z,)n>0 €n (Yn)n>0. Toon aan: als lim z, = 0 en

n— oo
(Yn)n>o0 is begrensd, dan geldt lim z,y, = 0.
n—oo

Stel lim z, =z enx # 0, en lim y, =y. Toon aan dat lim In _ Y
n—oo n—oo n—oo In xT

(a) Zij (zn)n>0 convergent en (yn)n>o divergent. Toon aan dat (z, + yn)n>0
divergeert.

(b) Bewijs of weerleg: de som van twee divergente rijen is divergent.

. Deze som geeft een ander bewijs voor Stelling[IV.2.1{(iii). Laat (2 )n>0 €n (Yn)n>0

rijen zijn met lim z, =z en lim y, = y.
n—oo n—oo
(a) Laat met behulp van de definitie zien dat lim, oo (zn — 2)(yn —y) = 0.

(b) Toon aan dat lim z,y, = zy.
n— oo

. Construeer reéle rijen (an)n>0 en (by)n>o met lim a, = 0 en (by,)n>o is divergent

n—oo

en z6 dat
(a) nl;n;o anby, = 0;
(b) lim anb, = —3;

n—oo
(c) nh_)ngo anby, = 00;
(d) nl;n;o anby, = —00;
(e) Derij (anbn)n>o0 is divergent en li_>m anby, # 00 en ook li_>m anby, # —00.

. Bewijs Stelling [[V.2.5| (iii). Hint: schrijf n = \/ny/n-1---1 met n — 2 maal een 1

en redeneer als in Stelling [[V.2.5] (ii).

. Laat (an)n>0 een reéle rij zijn. Neem aan dat lim a, = a # 0. Wat kan men

n—oo
. an+1
zeggen over lim ?
n—0o0 (A

Laat (an)n>0 en (by)n>o reéle rijen zijn. Bewijs of weerleg: als lim a,b, = 0 dan
= = n— o0

lim a, =0 of lim b, =0.
n—oo n—oo

Zij (an)n>o de rij gegeven door a, = v/n+ 1 — y/n. Toon aan dat lim a, = 0.
n—oo

Bewijs dat rijen met de volgende termen convergeren en bereken hun limieten.

n> n 4 p2 sin(n n!
() o2 ) 2 (oW gy g o) B

nd+4n+8° 3n 4 5pd’ n+1" nn

(a) Zij (an)n>0 een convergente rij met lim a, = a. Toon aan dat
n—oo

ap +ay+---+ap

lim =a (%)

n—o0 n

(b) Verzin een rij (an)n>0 26 dat de limiet in (x) bestaat, maar (a,),>0 divergent
is.

1 1
Zij k € N. Bewijs lim — (Z) = o
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V.3 Monotone rijen

Monotone
Convergentiestelling

De praktijk leert dat het vaak lastig is om rechtstreeks aan te tonen dat een
gegeven rij convergeert; vaak hebben we niet eens een kandidaat voor de limiet.
Om deze reden is het van belang om convergentiecriteria te hebben die alleen
refereren aan de termen van de rij zelf en niet aan de eventuele limiet. Zo'n
criterium gaan we nu afleiden.

IV.3.1 Definitie. Een rij (z,,)n>0 in R heet

o stijgend als ro < 1 < Ty < -+
o strikt stijgend als zg < x1 < To < -+ -.

Dalende en strikt dalende rijen worden analoog gedefinieerd. We noemen
stijgende en dalende rijen monotoon.

IV.3.2 Voorbeeld.

(a) De rij ((—1)")n>0 is niet stijgend en ook niet dalend (en dus ook niet mono-

toon).
(b) De rij (n®)n>0 is strikt stijgend (en dus monotoon).
(c) De constante rij (an)n>0 gedefinieerd door a,, = —2 voor elke n € N is mono-

toon want hij is zowel dalend als stijgend, maar hij is niet strikt stijgend en
ook niet strikt dalend.

Het supremum van een naar boven begrensde rij en het infimum van een naar
beneden begrensde rij definiéren en noteren we als volgt:

supx, =sup{z, : » >0} en inf z, =inf{z,: n > 0}.
n=0 n>=0

IV.3.3 Stelling (Monotone Convergentiestelling). Zij (z,)n>0 een stijgende en
naar boven begrensde rij en definieer z = sup z,,. Dan geldt (x,)n>0 is convergent
n>0
en lim z, = x.
n—oo

Bewijs. Definieer V' = {z,, : n € N}. Dan is V niet-leeg en naar boven begrensd.
Wegens (R14) bestaat © = sup V. Laat € > 0. Omdat = — e geen bovengrens voor
V' is, bestaat een v € V met © — ¢ < v. Er geldt v = x5 voor een zekere N € N.
Voor alle n > N geldt dan z — ¢ < zy < z,, < x, waarbij we gebruiken dat de rij
stijgt en dat x een bovengrens is. Uit deze ongelijkheden volgt dat

|ty — x| =2 — 2, <& voorallen > N.
|

Door de rij (—z,)n>0 te beschouwen zien we dat een analoog resultaat geldt
voor dalende, naar beneden begrensde rijen, zie Opgave

Als toepassing van de Monotone Convergentiestelling geven we het volgende
voorbeeld.

IV.3.4 Voorbeeld. Neem een ¢ > 0 vast. Definieer de rij (25)n>0 door

2
x, +c¢

2x,

ro=1 en xp41 =
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Stelling van Cantor

voor n > 0. We bewijzen dat de rij convergent is en vinden zijn limiet.
Bewering 1: z,, > 0 voor alle n > 0. Dit kun je met inductie bewijzen.
Bewering 2: xi > ¢ voor alle n > 1. Inderdaad voor elke n > 0 geldtﬂ

2cx? + 2ca? -
4z2

2 (:v% —1—0)2 _(@2)? + 4 2ca?
xn+1 - 2
4z?

Y

2z,

Bewering 3: (2, )n>1 is dalend. Bewering 2 geeft dat 222 > 22 +c. Aangezien
z, > 0 kunnen we delen door 2z,, en vinden we dat

2
Ty +c

Tn
2z,

= Tn+41-

Aangezien (2, ),>1 dalend is en naar beneden begrensd, volgt uit de Monotone
Convergentiestelling[IV.3.3|dat (x,,),>1 convergent is. Noem a = lim x,,. Verder

n—oo
volgt uit Beweringen 1 en 2 en rekenregels voor limieten dat @ > 0 en a® > ¢, en

dus a > 0. Er volgt dat

: . ai4c a’+c
a= lim x,41 = lim =
n—00 n—00 21’n 2a

waaruit volgt dat 2a? = a®+c, ofwel a® = c. Aangezien a > 0 zien we dat a = /c.
We hebben dus aangetoond dat de rij (2,,),>0 convergent is met lim z, = v/c.

n—oo
— .

IV.3.5 Opmerking. (i) Met behulp van de Monotone Convergentiestelling zien
we dus dat voor iedere ¢ > 0 een wortel in R bestaat. We hebben zelfs een
rij aangegeven die naar /¢ toe convergeert. Als we zo'n benadering willen
gebruiken dan moeten we natuurlijk weten hoe groot de “fout” is. Dit kunnen
we als volgt inzien. Uit Bewering 2 volgt dat 22 > ¢ voor alle n > 1. Dus met
Zy, > 0 volgt x, > +/c. Ook volgt hieruit dat i < %, en dus ;= < Ve, We
vinden dat

L < e<a,
Tn,

(ii) In Opgave [IV.3.6| wordt ¢/c met p € N>; en ¢ > 0 geconstrueerd met behulp
van een 1ij. We zullen ook soms schrijven cr = eencr = (¢e)m = Y,

De volgende stelling is een handig gevolg van de Monotone Convergentiestelling

V.33

IV.3.6 Stelling (Cantor). Zij (an)n>0 €en stijgende rij en (b, )n>0 een dalende rij

in R, z6 dat a,, < by, voor allen >0, en lim b, —a, = 0. Dan geldt dat (ay)n>0
n— o0

en (b, )n>0 beide convergent zijn en lim a,, = lim b,.
n— o0 n— o0

Bewijs. Merk op dat ap < a,, < b,, < by voor alle n > 0. Hieruit volgt dat (a,)n>0
naar boven begrensd is en (by,),>0 naar beneden begrensd is. Uit de Monotone
Convergentiestellingvolgt dat (an)n>o0 en (by)n>o convergent zijn. Verder
volgt uit de rekenregels van limieten en de aanname lim b, —a, = 0 dat

n—oo

lim a, = lim a, + lim (b, —a,) = lim (a, + b, —a,) = lim b,.
n—oo n—o0 n—o0 n—o0 n—oo
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De overaftelbaar- Met behulp van de Monotone Convergentiestelling kunnen we nu de over-

heid van R aftelbaarheid van R bewijzen.

IV.3.7 Stelling. De verzamelingen R en (0,1) zijn overaftelbaar.
Bewijs. Aangezien R en (0, 1) gelijkmachtig zijn, voldoet het om aan te tonen dat
(0,1) overaftelbaar is. Stel (0, 1) is aftelbaar. We leiden een tegenspraak af.

Laat f : N — (0,1) een bijectie zijn.
Stap 1: Kies een [ag, bp] C (0,1) met by — ag > 0 en z6 dat f(0) ¢ [ao, bo]-
Stap 2: Recursief construeren we rijen (an)n>1 en (by)n>1 26 dat voor iedere
n>1
(i) [an,bn] C [an—1,bn—1].
(ii) f(n) & [an,bn].

(iii) by — a, > 0.
Stel dat ag,...,a, en by, ...,b, geconstrueerd zijn met de bovenstaande eigen-
schappen (i), (ii) en (iii). Uit (iii) volgt dat we [ay,, b,] kunnen schrijven als
[ana bn] = [ana Un] U [urm Un] ) [Uvu bn]a

met a, < u, < v, < b,. Er zijn 2 mogelijkheden: f(n + 1) € [an,un] of
fn+1) ¢ [an,u,]. In het eerste geval kiezen we a1 = v, en b, 41 = by,. In het
tweede geval kiezen we a,,+1 = a, en b,+1 = u,. In beide gevallen gelden (i), (ii)
en (iii) voor n + 1.

Uit (i) volgt dat (an)n>0 stijgend is en naar boven begrensd door by. Uit de
Monotone Convergentiestelling [[V.3.3| volgt dat + = lim a, = supa, bestaat.

n—oo n>0
Bewering: x € [ay,by,] voor elke n € N. Zij n € N willekeurig. Duidelijk is dat
a, < x. Aangezien voor alle i > n geldt dat a; < b; < b,, volgt uit de rekenregels
van limieten dat z = lim a; < b,,. Dit geeft de bewering.
71— 00

Uit de surjectiviteit van f volgt dat er een n > 0 bestaat z6 dat f(n) = x.

Dus f(n) =z € [an,b,]. Dit is in tegenspraak met (ii). [ |
Opgaven

# 1. Bewijs dat iedere dalende en naar beneden begrensde rij naar zijn infimum con-

vergeert.

. Neem ¢ = 2 in Voorbeeld [[V:34] Vind z, tot en met x4. Controleer met Opmer-

king [TV.3.5/ hoe goed je benadering van /2 is.

. Zij V een niet-lege deelverzameling van R. Toon aan:

(a) Als V naar boven begrensd is dan bestaat er een rij (vy,)n>0 in V met de
eigenschap dat vg < vy <ve < -+ en

lim v, =supV.
n—roo

Hint: Geef een recursieve constructie.

(b) Als V naar beneden begrensd is dan bestaat er een rij (vp)n>0 in V met de
eigenschap dat vg > vy > ve > -+ en

lim v, =inf V.
n—oo

2@Gebruik a2 + b2 > 2ab.
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* T

lim sup en lim inf

Geef in elk van de onderstaande gevallen een reéle rij met de genoemde eigen-
schappen:

(a) De rij is strikt dalend met 0 als het infimum.
(b) De rij is stijgend met 5 als het supremum.

(¢) De rij is noch dalend noch stijgend en heeft 0 als het infimum en 5 als het
supremum.

. De rij (x)n>0 is gedefinieerd door zp = 2 en 5,41 = (1 + ,,)/2 voor n > 0.

(a) Laat zien dat voor elke n € N geldt z,, > 1.
(b) Laat zien dat (x,,),>0 dalend is.
(

c) Bewijs dat (x,,)n>0 convergent is en vind zijn limiet.

Neem een ¢ € R vast en p € N met p > 2. Definieer de rij (2,)n>0 d001E|

(p—1Dah +c

p—1
bxn

zo=1 en xp41 =

voor n > 0.
a) Toon aan dat x, > 0 voor alle n > 0.

b) Toon aan dat zf > ¢ voor alle n > 1.

(
(
(c) Concludeer dat (2,,),>1 dalend is.
(d) Toon aan dat (a:n)”>o convergeert naar a > 0, met a? = c.
(

voor alle n > 1.

e) Toon aan da

Zij (an)n>o en begrensde reéle rij. We definiéren limsupa, en hmlnf a, als
n— o0
volgtﬂ

limsupa, = lim (sup ak) en liminfa, = lim (inf ak).
n—o00 n—00 ">y n—00 n—oo ‘k>n

(a) Bewijs dat 1iminf(—1)” = —1enlimsup(—1)" = 1.

n—oo

(b) Bewijs dat voor elke begrensde 1ij (an)n>0 geldt dat liminf a,, en limsup a,,
n—00 n—00
bestaan.

(¢) Bewijs dat voor elke begrensde rij (an)n>0 geldt:

lim inf a,, < limsup a,.
n—o0 n—00

(d) Bewijs dat hm mf a, = hm sup a, dan en slechts dan als lim,, ., a,, bestaat.

n—oo
In dit geval geldt hm an, = liminf a, = limsupa,.
n—00 n—oo

3De methode kan gebruikt worden om f(z) = z op te lossen voor veel functies f en wordt
de Newton-Raphson methode genoemd.

4De interpretatie is dat we het supremum/infimum nemen over een steeds kleiner wordende
staart.
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IV.4  Volledigheid van R

deelrij

Stelling van Bolzano-
Weierstrass

In de vorige paragraaf hebben we de Monotone Convergentiestelling bewezen,
die een voldoende voorwaarde voor convergentie van monotone rijen geeft. In
deze paragraaf bewijzen we de Volledigheidsstelling, die een criterium geeft voor
convergentie van rijen die niet noodzakelijk monotoon zijn.

Allereerst introduceren we nieuwe notatie. Laat (an)n>0 een rij reéle getallen
zijn en laat (ng)r>0 een rij natuurlijke getallen zijn. We kunnen nu een nieuwe
rij (bg)k>0 definiéren door by = a,, voor elke k > 0. Dus (bg)r>0 is de ri

a”novanlaanzaana7"' .

IV.4.1 Voorbeeld. Beschouw de rij a,, = n%ﬂ voor elke n > 0.

(a) Laat ng = 5k + 2 voor alle k > 0. Dan geldt dat a,, = m voor alle
k> 0.

(b) Laat ng = k voor alle k > 0. Dan geldt dat a,, = k%ﬂ voor alle & > 0.

(c) Laat ny = 10 voor alle k > 0. Dan geldt dat a,, = ﬁll voor alle k£ > 0.

1V .4.2 Definitie. Laat (ay)n>0 een rij reéle getallen zijn en laat (ny)r>0 een rij
natuurlijke getallen zijn. Definieer de rij (bx)g>0 door by = ayp, voor elke k& > 0.
Als (ng)k>o strikt stijgendlﬂ is, dan noemen we (bg)r>0 een deelrij van (an)n>o0-

Intuitief is een deelrij rij dus de nieuwe rij die we krijgen als we een aantal
termen uit een rij weglaten, mits er oneindig veel termen overblijven en de volgorde
van termen niet veranderd wordt.

IV.4.3 Voorbeeld.

(a) Iedere rij is een deelrij van zichzelf: neem ny = k.

(b) Derij (27™)n>0 is een deelrij van (a,,),>1 met a, = 1/n: neem maar ny = 2~.

(¢) Derij 2,0,6,4,10,8, ... is geen deelrij van (2n),>0 (de volgorde van termen is
veranderd).

(d) De rij (bp)n>0 met b, =1 is geen deelrij van (ap),>1 met a, = 1/n.

(e) De rijen in (a) en (b) uit Voorbeeld zijn deelrijen. De rij in Voorbeeld
(c) is geen deelrij, want (ny)g>o is niet strikt stijgend.

De volgende stelling zegt dat iedere begrensde rij in R een convergente deelrij
heeft.

IV.4.4 Stelling (Bolzano-Weierstrass). Zij (z,)n>0 een begrensde rij zijn. Dan
geldt er bestaat een strikt stijgende rij natuurlijke getallen (nx)gr>0 26 dat (2., )k>0
een convergente rij is.

Bewijs. Kies ag < by beide in R zodanig dat x, € [ag,by] voor alle n > 0. We
geven nu een recursieve constructie van reéle rijen (ay)n>0 en (b, )n>0, 26 dat voor
alle n > 1 geldt dat

SIndien we de rij a = (an)n>0 als functie a : N — R zien en de rij f = (ng)r>0 als functie
f:N—Ngziendanisb=ao f.

6Een strikt stijgende rij van indices zorgt ervoor dat de termen niet herhaald worden, dat er
oneindig veel termen overblijven en dat de volgorde ook niet veranderd.
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Cauchy-rij

(i) [an—1,bn-1] 2 [an, bn].
(ii) [an,bn] bevat x; voor oneindig veel j € N.
(iif) [b — an| = 27"|bo — ao.

Stel we hebben ag, .. .a, en by, ...,b, met de bovenstaande eigenschappen gecon-
strueerd. We laten zien hoe we a,41 en b,41 kunnen vinden.

Zij ¢y, = (an + by)/2. Uit (ii) volgt dat er 2 mogelijkheden zijn: [ay, ¢,] bevat
oneindig veel x;’s of niet. In het eerste geval kiezen we an41 = a, en b4 = cy.
In het tweede geval moet wegens (ii), ¢, b,] oneindig veel punten bevatten, en
kiezen we ap4+1 = ¢, en by = b,. Dan gelden (i), (ii) en (iii) gelden voor n + 1
(ga dit nal).

Wegens (ii) geldt dat a,, < b, voor elke n > 0. Dus met (i) volgt dat (an)n>0
stijgend is en (b,,)n>0 dalend is. Uit (iii) volgt dat nlgr;o b, — a, = 0. Uit Stelling

Volgt dat lim a, = lim b,.

n— oo n—oo
Uit (ii) volgt dat we een deelrij (x,, )r>0 kunnen vinden z6 dat z,, € [ax, bl

en dus ax < x,, < by voor elke k > 0. Met behulp van de insluitstelling vinden
we dat (2, )k>0 convergeert. [ |

IV.4.5 Voorbeeld.

n

(a) Laat de rij (an)n>0 gegeven zijn door a, = (—1)" voor n > 0. Aangezien

az, = 1 en asp41 = —1 voor alle n > 0 volgt dat (an)n>o minstens twee
deelrijen heeft die convergeren. Namelijk lim as, =1 en lim ag,+1 = —1.
n—o0 n—oo

(b) Definieer (ay)n>0 door a, = sin(n) voor n > 0. Aangezien |a,| < 1, volgt uit
de Stelling van Bolzano-Weierstrass|[IV.4.4|dat (an)n>0 een convergente deelrij
heeft. In dit geval is het niet eenvoudig om zo’n deelrij expliciet aan te geven.

— .

De Stelling van Bolzano-Weierstrass is handig, maar soms is het nuttig om
ook nog een ander criterium voor convergentie te hebben. Hiervoor hebben we de
volgende defintie nodig.

IV.4.6 Definitie. Een rij (2,,)n>0 in R heet een Cauchy-rij als er voor iedere
€ >0een N € N bestaat met de volgende eigenschap:

voor alle m,n > N: |z, — zm| <e.

IV.4.7 Voorbeeld.

(a) Derij (1/(n+ 1))n>0 is een Cauchy-rij. Immers, zij € > 0. Kies N € N met
N+1>2/edanis 1/(N + 1) < €/2. Hieruit volgt dat voor elke m,n > N

geldt:
1 1 1 1 2

- < < <e.
ntl mallShsi Tmri SN <F

(b) De rij ((—1)™)n>0 is geen Cauchy-rij want voor € = 1 bestaat geen N > 0 z6
dat voor alle n > N geldt |(—=1)" — (=1)™| < 1: zij N >0 enneemn =N +1
en m = N dan geldt |(=1)" — (=1)"| = [(-DN ! — (=1)N| =2 £ 1.

We zullen zo-dadelijk zien dat een reéle rij precies dan convergeert wanneer
hij een Cauchy-rij is. Eén helft van deze bewering is eenvoudig te bewijzen.

IV.4.8 Propositie. Laat (x,,),>0 een reéle rij zijn.

(i) Als (x)n>0 convergent is, dan is (2, )n>0 een Cauchy-rij.
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Volledigheidsstelling

Overzicht

(i) Als (x,)n>0 een Cauchy-rij is, dan is (2, )n>0 is begrensd.

Beuwijs. (i): Zie Opgave [[V.4.3

(ii): Neem aan dat (z,)n>0 een Cauchy-rij is. We moeten laten zien dat er
een M > 0 bestaat met |z,| < M voor alle n > 0. Kies een N € N zodanig dat
|2 — @ | < 1 voor alle m,n > N. Zij ¢ = max{|z;| : k=0,...,N} en C =c+1.
Voor n =0,...,N is het duidelijk dat |z,| < ¢ < C. Voor n > N geldt

|zn| = lan + (n, —2n)| < |2n] + J2n —2ny| <c+1=C.
]

In de volgende stelling bewijzen dat iedere Cauchy-rij in R is convergent is.
Dit is de omkering van Propositie [[V.4.8| (i).

IV.4.9 Stelling (Volledigheidsstelling). Zij (z,)n>0 een Cauchy rij in R. Dan
geldt (x,,),>0 is convergent.

Bewijs. Wegens Propositie [IV.4.8] geldt dat (zy)n>0 begrensd is. Uit de Stelling
van Bolzano-Weierstrass volgt dat er een convergente deelrij (z,,)r>0 bestaat.

Laat z = hm 0 Ty, - We bewijzen dat lim x, = x. Zij ¢ > 0 willekeurig. Kies
n— o0

N e N z6 dat voor alle m,n > N geldt dat |z, — x| < /2. Kies k > N z6 dat
|z, — 2| < e/2. Aangemen ng > N volgt dat voor alle n > N geldt

|z — 2| < |Tp — Ty | + |20, — x| <e/24+e/2=¢

en dit bewijst het gevraagde. |

Het Axioma (R14) over het bestaan van suprema speelt een belangrijke rol in
dit hoofdstuk. Uitgaande van de (RO) tot en met (R13) kan men het volgende
bewijzen:

IV.4.10 Stelling. De volgende uitspraken zijn equivalent:

(a) ledere niet-lege naar boven begrensde verzameling V' C R heeft een kleinste bo-
vengrens.

(b) ledere naar boven begrensde stijgende rij is convergent.

(c) leder begrensde rij heeft een convergente deelrij.

(d) ledere Cauchy-rij is convergent.

(b): Zie de Monotone Convergentiestelling
Zie de Bolzano-Weierstrass Stelling [[
(¢) = (d): Zie de Volledigheidstelling [[
(d) = (a). Zij V C R niet-leeg en naar boven begrensd. Zij by € R een
bovengrens voor V. Er zijn 2 mogelijkheden: (1) by is de kleinste bovengrens van
V of (2) by is niet de kleinste bovengrens voor V. In geval (1) zijn we klaar. In
geval (2) kiezen we ag € V willekeurig, en merken op dat ag < bg.

We geven nu een recursieve constructie van rijen (an)n>o en (by)n>o 26 dat
voor alle n > 0 geldt:

(i) [an,bn] C lan—1,bn—1] als n > 1.
(ii) an € V en b, is een bovengrens voor V.
(iii) |bn - CLn| < 2_"|b0 — a0|.

Bewijs. (a) =

(b) = (¢):
):
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Constructie van R

Opgaven

Stel we hebben ag, .. .a, en by, ...,b, met de bovenstaande eigenschappen gecon-
strueerd. We laten zien hoe we a,4+1 en b,4+1 kunnen vinden.

Zij ¢, = (an, + by,)/2. Er zijn 2 mogelijkheden: (1) ¢, is een bovengrens voor
V of (2) ¢, is geen bovengrens voor V . In (1) kies a,+1 = an, en b,41 = ¢,. In
(2) kunnen we een a,4+1 € V vinden z6 dat a,11 > ¢, en kiezen we b, 11 = by,.
Nu gelden (i), (ii) en (iii) voor n + 1 (ga dit nal).

Uit (i) en (ii) volgt dat a, < b, voor elke n > 0, en (a,)n>o is stijgend en
(bn)n>0 is dalend. We tonen aan dat (a,)n>o een Cauchy-rij is. Zij ¢ > 0. Kies
N € N z6 dat 27 N|ag — bo| < . Zij m,n > N. We mogen aannemen dat n > m.
Er volgt dat

Ogan—amng—aN§2_N\bo—ao| < e.

Hieruit volgt dat (a,)n>0 een Cauchy-rij is, en dus wegens (d) is er een a € R z6

dat ¢ = lim a,,.
n— o0

Bewering: a is de kleinste bovengrens voor V. Stel a is geen bovengrens voor
V,danisereenz € Vzédat x > a. Kiese >0z6dat x > a+e. Kies N € Nzd
dat voor alle n > N geldt dat |b, — a,| < . Er volgt dat voor alle n > N

bp = (bp —an)+(an—a)+a<|b, —an|+a<e+a<uzx.

Dit kan niet want b,, is een bovengrens voor V. We kunnen dus concluderen dat
a een bovengrens is voor V. Stel a’ is ook een bovengrens voor V. Dan geldt
a, < da voor alle n > 0. Met behulp van de rekenregels voor limieten volgt dat
a < a'. Dus a is de kleinste bovengrens voor V. |

We eindigen deze sectie met een zeer korte schets van een constructie van R uit Q.
Natuurlijk kunnen we dan R niet gebruiken tijdens deze constructie. Vandaar dat
we opnieuw moeten definiéren wat een Cauchy-rij in Q is. Een 1ij a = (an)nen
in Q noemen we een Cauchy-rij als voor alle € € Q¢ er een NV € N is zo dat voor
alle m,n € N>n: |a, — an| < €. Laat R de verzameling van alle Cauchy-rijen
in Q zijn. Voor a € R zeggen we dat a limiet 0 heeft als voor alle € € Q~ ¢ er een
N € N is zo dat voor alle n € N>y |an| < e. Op R hebben we dan de volgende
equivalentierelatie:
a ~ b < a— b heeft limiet 0.

Men kan nu bewijzen:

IV.4.11 Propositie. De afbeelding R — R die een Cauchy-rij a naar zijn limiet
afbeeldt is een quotiéntafbeelding voor de equivalentierelatie ~.

Deze propositie suggereert dat we R kunnen construeren als het quotiént R/ ~.
De equivalentieklassen van de constante rijen 0 en 1 geven elementen 0 en 1
in R/ ~, en het optellen en vermenigvuldigen van Cauchyrijen gaat over op ope-
raties + and - op het quotiént R/ ~. Voor rijen a,b € R definiéren we a > b
als volgt: er is een € € Q5 en een N € N zo dat voor alle n € N>y geldt dat
an > b, + . Ook deze relatie gaat over op het quotiént R/ ~. Het is veel werk,
maar niet echt moeilijk, te laten zien dat (R/ ~,0,1,4+,-,>) aan alle axioma’s
(R0)—(R14) voldoet.

# 1. Laat (ng)r>0 een strikt stijgende rij natuurlijke getallen zijn. Bewijs met inductie

dat voor elke k > 0 geldt dat ng > k.
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Intervalneststelling 8.

Y& 9.

#10.

11.

#12.

13.

. Laat (an)n>0, (bn)n>0 en (¢,)n>o reéle rijen zijn. Bewijs of weerleg:

(a) Als (an)n>0 niet naar boven begrensd is dan is ook geen van zijn deelrijen
naar boven begrensd.

(b) Als b € R een bovengrens van (b,,)n>0 is dan heeft elke van zijn deelrijen ook
b als een bovengrens.

(c¢) Als ¢ € R het supremum van (¢, )n,>0 is dan heeft elke van zijn deelrijen ook
¢ als een supremum.

. Bewijs Propositie [V.4.8] (i).

Zij & < —1. Heeft de rij (z™)n>0 een convergente deelrij?

. Laat (an)n>0 een reéle rij zijn. Bewijs dat (a,,)n>0 een Cauchy-rij is dan en slechts

dan als voor elke ¢ > 0 een N € N bestaat z6 dat

voor allen > N: |a, —an|<e.

. Zij (n)n>0 eenrij in R. Toon aan: als lim z, = z, dan geldt len;O T, = T VOOr

n— oo
iedere deelrij (2, k>0 van (z)n>0-

. Laat (x,)n>0 een reéle Cauchy-rij zijn en neem aan dat een convergente deel-

rij (zn,)r>0 bestaat die naar a € R convergeert. Bewijs dat (z,)n>0 0ok een
convergente rij is met de limiet a.

Laat (I,)n>0 een rij niet-lege intervallen zijn.
(a) Toon het volgende aan:

Als voor elke n > 0, I,, begrensd en gesloten is en I,, O I,y1, dan is ﬂn>0 1,
niet-leeg. a
(b) Wat gebeurt er als we gesloten door open vervangen?

(c) Wat gebeurt er als we de begrensdheid weglaten?

Toon aan dat een begrensde rij in R dan en slechts dan convergent is als alle
convergente deelrijen van de rij dezelfde limiet hebben.

Bewijs rechtstreeks uit de definitie: Als (z,,)n>0 en (Yn)n>0 reéle Cauchy-rijen
zijn dan is 00k (z,, + Yn)n>0 een Cauchy-rij.

Noem twee Cauchy-rijen (,)n>0 en (yn)n>0 in R equivalent als
lim |z, —yn| = 0.
n—roo

Laat zien dat dit een equivalentie-relatie is.

Construeer een reéle rij (z,)n>0 met de eigenschap dat iedere z € [0, 1] de limiet
is van een deelrij van (xy,)n>0-

Laat zien dat er Cauchy-rijen in QQ bestaan die geen limiet in @Q hebben.
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IV.5 De exponenti€le functie

De exponentiéle functie e” (en algemener a® met a > 0), is iedereen bekend. Maar
hoe is deze functie precies gedefinieerd? En hoe leidt je de bekende eigenschappen
van de e-macht af? In deze paragraaf geven we antwoorden op deze vraag. Er
zijn echter vele equivalente definitie van de e-macht, zoals we zullen zien in andere
n paragrafen.
(1 + %) We onderzoeken eerst de rij met termen (1+x/n)™ waarbijn =1,2,...enx € R.

IV.5.1 Lemma. Zijj x € R. Zij N € N»; z6 dat 1 + /N > 0. Dan geldt
((1 + x/n)”) is een stijgende rij en (14 2/n)™ > 0 voor alle n > N.
n>N

Bewijs. Merk op dat vooor alle n > N geldt dat 1 + 2/n > 0, en dus ook
(14+z/n)" > 0 Uit de Ongelijkheid van Meetkundig en Rekenkundig Gemiddelde
(zie Opgave [I11.2.19)) met n + 1 elementen volgt dat voor alle n > N geldt

(+5) =(+3). . (1+3)

(1+2)+. (1+2) +1 0
n+1 )

(
_ (w)w
(

IV.5.2 Lemma. Zij © € R. Dan is de rij ((1 + x/n)") naar boven begrensd.

n>1

Bewijs. Neem N € N>1 z6 dat |

< 1. Uit Lemma(IV.5.1{volgt dat <(1f:c/n)”)

n>N

is stijgend en (1 — 2/n)™ > 0 voor alle n > N. Hieruit volgt dat (W) N
n>
een dalende rij is en in het bijzonder geldt voor alle n > N dat
1 1

A—a/mr = A= a/N)

(IV.3)

Merk nu op dat voor alle n > N geldt

0< (1+§)(1—3) —1-Z <,
n n n
en dus voor alle n > 1 geldt
0<(1+3) (1-2) <.
n n
Uit dit laatste en (I[V.3) vinden we dat voor alle n > N geldt

T e

Conclusie: ((1 +xz/ n)") . is naar boven begrensd. Hieruit volgt het gevraagde.
B |
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IV.5.3 Stelling. Voor iedere z € R is de rij ((1 + x/n)") convergent.

n>1
Bewijs. Dit volgt uit bovenstaande twee lemmas en de Monotone Convergentie-

stelling [ |

IV.5.4 Definitie. De exponentiéle functie exp: R — R is gedefinieerd door

exp(z) = lim (1 + %) .

n—oQ

exp Voor z € R zien we uit bovenstaande lemmas dat voor n € N voldoende groot
exp(x) > (1 + %) en dus exp(z) > 0. Als z > 0 dan geldt zelfs dat exp(z) > 1.
Ook geldt dat exp(0) = 1.
IV.5.5 Stelling. Voor alle 2,y € R geldt dat exp(x + y) = exp(z) exp(y).
Bewijs. Neem z,y € R vast. Kies N € N z6 dat N > (1 + |z|)(1 + |y|) om te
garanderen dat in de onderstaande berekening alle getallen positief zijn. Kies
n > N willekeurig. Uit de Ongelijkheid van het Rekenkundig en Meetkundig
Gemiddelde (zie Opgave [[I1.2.19)) volgt dat
T+ x
(1+ “y)"‘l(H ) < [(n* D+ + 0+ )}
n—1 n n
n+x+y+ Eqn T Yy n
= [—y | = i+2+ 242
n n n o n
=)0
n n
Dus we vinden dat
n—1 n
(52" = [0 D)+ 3]
n—1 n n
voor alle n > N. Door het nemen van limieten volgt dat
exp(z +y) < exp(z) exp(y).
Om de omgekeerde ongelijkheid te vinden kun je een zelfde argument gebrui-
ken. Er geldt
(+3) (00 <l )
n n 2n
2 2n 2n
— [w} _ [H“y} ,
2n 2n
Hieruit volgt dat exp(xz + y) > exp(z)exp(y). We kunnen dus concluderen dat
exp(z +y) = exp(z) exp(y). n
Herhaald toepassen van Stelling [[V.5.5 geeft dat exp(nz) = (exp(z))™ voor
allex e Renn e N.
Het getal e definiéren we als e = exp(1), dus
. 1\7
e = lim (1 + 7> .
n—oo n
Er volgt dat exp(m) = e™ voor alle m € N.
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Neem p,q € N>;. Uit Stelling|[[V.5.5] volgt dat

exp (g)q = exp (qg) = exp(p).

Dus exp (g) = exp(p)'/? = [exp(1)?]'/? = eP/4. Stelling [TV.5.5( geeft dat voor
alle x € R geldt

exp(x) exp(—z) = exp(x — x) = exp(0) = 1.
Dus exp(—z) = exp(x)~!. Als we bovenstaande combineren zien we dat
exp(z) =€, z€Q.

Dit motiveert de schrijfwijze e* = exp(x) voor alle z € R.

Opgaven

# 1. Bewijs dat voor elke z € R geldt

F# 2. Bewijs: als (2,)n>0 een 1ij is z6 dat lim nx, = 0 dan geldt
n—oo

lim (14 z,)" =1.

n— oo

# 3. Geef met behulp van Opgave|[V.5.2|een alternatief bewijs van de regel e*-e¥ = e**¥
voor z,y € R.
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V CONTINUITEIT

In dit hoofdstuk bestuderen we continue reéelwaardige functies op deelverzame-
lingen van R. We leiden een aantal belangrijke eigenschappen af en laten zien dat
elke continue functie op een gesloten en begrensd interval uniform continu is.

V.1 Continue functies

We beginnen met de definitie van continuiteit. Erg informeel gezegd betekent
continuiteit zoiets als: kleine oorzaken hebben kleine gevolgen. Deze betekenis
geeft dan ook meteen het maatschappelijk nut aan van dit begrip, waar men bang
is voor kleine oorzaken met grote gevolgen. Nu de formele definitie.

V.1.1 Definitie. Zij D C R, en f: D — R. Laat ce D.

(i) We noemen f continu in het punt c als er voor iedere € > 0 een ¢ > 0 bestaat
zodanig dat

voor alle z € D met [z —c| <d: |f(z) — fc)| <e.

We noemen f: D — R continu als f continu is in ieder punt van D.
(ii) We zeggen dat f linkscontinu in het punt c¢ is indien er voor iedere € > 0 een
0 > 0 bestaat zodanig dat

voorallex € Dmet c— 8§ <z <c: |f(z)— flc)| <e.

(iii) We zeggen dat f rechtscontinu in het punt c is indien er voor iedere £ > 0 een
6 > 0 bestaat zodanig dat

voorallez € Dmet c<z<c+6: |f(z)— flo)| <e.

(iv) Als f niet continu is in het punt ¢ dan noemen we f : D — R discontinu in
het punt c.

V.1.2 Opmerking. Een functie f : D — R is continu in ¢ dan en slechts dan als
f links- en rechtcontinu is in ¢. Zie Opgave [V.1.§

V.1.3 Opmerking. Zijjc € E C D CR. Als f: D — R continu is in ¢, dan is
de functie g : E — R gedefinieerd door g(z) = f(z) ook continu in c.
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Rekenregels voor
continuiteit

V.1.4 Voorbeeld. De functie f: R — R gegeven door f(z) = |z| is continu in
elke ¢ € R. We zoeken voor elke ¢ > 0 een § > 0 z6 dat voor elke x € R met
|z — c| < & geldt ||z| —|c|| < e. We gaan hiervoor de omgekeerde driehoeksonge-
lijkheid ||z| — |c|| < | — ¢| gebruiken (zie Gevolg .
Zij € > 0 willekeurig. Kies § = €. Neem aan dat z,c € Ren |z — | < 4. Er
volgt
(@) = f()] = [lal = lel| < ]z — | <.

Dus f is continu. _

V.1.5 Voorbeeld. De functie f: (—1,0) U (0,1) — R gedefinieerd door

0, z€(—1,0)
f(“"):{ 1, z€(0,1)

is continu, want het volgt onmiddellijk uit de definitie dat f continu is in ieder
punt van (—1,0) en (0,1).
Daarentegen is de functie f: (—1,1) — R gedefinieerd door

niet continu, want f is niet continu in het punt 0. Inderdaad, neem bijvoorbeeld
e =1/2. Kies § > 0 willekeurig. Neem = = ¢/2. Dan geldt |z — 0] = || < § en

1

[F@) = FO)] = 1f@)] =13 3.

— .
De volgende stelling geeft het verband tussen continuiteit en limieten van rijen.

V.1.6 Stelling. Laat D C R en ¢ € D gegeven zijn. Voor een functie f: D — R
zijn de volgende twee uitspraken equivalent:

(i) f is continu in het punt c;

(i) voor iedere rij (zyp)n>0 in D met lim z,, = c geldt lim f(z,) = f(c).
n—oo n—oo
Bewijs. (i) = (ii): Neem aan dat f continu is in ¢, en zij (z,)n>0 een rij in D
met lim z, = c. Zij € > 0. Omdat f continu is in ¢ is er een § > 0 z6 dat voor
n—oo

alle z € D met |z — c| < § geldt dat |f(z) — f(c)| <e. Wegens lim x, = cis er
n— oo

een N € N zodanig dat voor alle n > N geldt dat |x,, — ¢| < §. Hieruit volgt dat
voor alle n > N geldt |f(z,) — f(c)| < e. Dit laat zien dat lim f(z,) = f(c).
n— oo

(ii) = (i): Neem eens aan dat f niet continu is in ¢. Dan is er een ¢ > 0
met de volgende eigenschap: voor iedere n > 0 bestaat een punt z,, € D, met de
eigenschap |z, —c| < 1/(n+1) en ’f(a:n) — f(c)| > e. De resulterende rij (z5)n>0

ligt in D en voldoet aan lim z,, = ¢, maar de rij (f(«n))n>0 convergeert niet
n—oo

naar f(c). [ |

Met behulp van deze stelling kunnen we uit de rekenregels voor limieten van
rijen overeenkomstige rekenregels voor continue functies afleiden (vergelijk Stel-

ling [[V.2.1)).

V.1.7 Stelling. Zij D C R. Als f: D — R en g: D — R twee functies zijn die
continu zijn in het punt ¢ € D, en a € R is een reéel getal, dan geldt

(i) af is continu in c.
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Opgaven

(i) f+ g is continu in c.

(
(i

)

i) fgis continu in c.

v) Als f(z) # 0 voor alle x € D, danis 1/f,  — 1/f(z) continu in c.
)

v) |f] is continu in c.

Bewijs. Zie Opgave ]

V.1.8 Voorbeeld. De functie f: R — R, f(z) = z is continu op R (neem § = ¢

in de definitie van continuiteit). Uit (iii) volgt dan dat, voor iedere gehele k > 1,

de functie g: R - R, g(z) =2* =2 ----- 2 (k maal) continu is op R. -

V.1.9 Stelling. Laat D en E twee deelverzamelingen van R zijn, en laat f: D -+ R
en g: E — R twee functies zijn, met f[D] C E. Laat ¢ € D. Als f continuisin ¢, en
g continu is in f(c), dan is de functid'| h : D — R gedefinieerd door h(z) = g(f(x)),
continu in c.

Bewijs. Zij (y)n>0 een rij met lim z, = c¢. Dan volgt lim f(x,) = f(c) omdat
n—oo n—oo

f continu is in ¢, en omdat g continu is in f(c¢) volgt dan meteen dat

lim (go f)(n) = lim g(f(za)) = g(f(c)).

# 3

. Bewijs aan de hand van de definitie van continuiteit dat de functie f: R — R

2 continu is:

gedefinieerd door f(z) =z
(a) in het punt 0;
(b) in het punt —1;

(c) opR.

. Toon aan dat de functie f: R — R, gegeven door

1
1+ 22

flz) =2+

continu is. Gebruik de ‘rekenregels’ voor continuiteit.

. Is de functie f: R\ {0} — R gedefinieerd door

flz)=1/z
continu?
. Laat ag,a1,...,a; reéle getallen zijn. Beschouw de functie f : R — R gegeven
door

f(z) =ag+ a1z + - + apz”.

Gebruik de rekenregels voor continuiteit om aan te tonen dat f continu is.
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5. Laat ag,aq,...,a; reéle getallen zijn. Beschouw de functie f : R — R gegeven
door
g(x) = ag + a1z + - + apat.
(a) Toon met behulp van de definitie aan dat f continu in 0 is.
* (b) Toon met behulp van de definitie aan dat f continu.

6. Bewijs met behulp van de definitie van de continuiteit dat de functie f: [0,00) — R
gegeven door f(x) = +/x continu is.

# 7. ZijDCRence D, enlaat f: D — R functie zijn die continu is in ¢. Bewijs of
weerleg;

(a) Als f(c) > 0, dan bestaat er een ¢ > 0 z6 dat voor alle x € D met |z —¢| < ¢
geldt dat f(z) >0

(b) Als f(c) > 0, dan bestaat er een ¢ > 0 z6 dat voor alle x € D met |z —c¢| < ¢
geldt dat f(z) >0

8. Laat a,b € R met a < b. Laat f: (a,b) — R. Laat ¢ € (a,b).
Bewijs: f is continu in ¢ dan en slechts dan als f rechts- en linkscontinu in c is.

# 9. Bewijs Stelling

#10. Zij D C R. Een functie f: D — R heet Lipschitz continu als er een K > 0 bestaat
z6 dat voor alle xz,y € D geldt

[f(@) = f(W)] < K|z —yl.

Bewijs: een Lipschitz continue functie f: D — R is continu.

11. Geef een voorbeeld van een f:[0,1] — R die continu is, maar niet Lipschitz
continu.

12. Definieer f: R — R als

[0, zeR\Q,
(=)= { 1, ze€Q.
Bewijs dat f in geen « € R continu is.
% 13. Definicer f: R — R als
0, =0
fl@)=4q =2* z€Q\{0}
z, xeR\Q.

(a) Bewijs dat f continu in 0 is

(b) Bewijs dat f in geen enkel ander punt continu is.

1We noteren h vaak als g o f. Strikt genomen kunnen we g en f niet samenstellen, want
f:D—R,eng: E — R, dus het domein van g is niet het codomein van f. Maar het beeld van
f is bevat in E, dus voor iedere z in D is g(f(z)) goed gedefinieerd.
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V.2 Limieten van functies

Beschouw een deelverzameling D C R, een functie f: D — R en zij ¢ € R. We
willen het gedrag van f in de buurt van ¢ bestuderen. De functiewaarde in c is
daarvoor niet belangrijk, de functie hoeft in ¢ zelfs niet gedefinieerd te zijn (want ¢
hoeft geen element van D te zijn). Wat wel nodig is, is de mogelijkheid het punt ¢
met behulp van punten uit D willekeurig nauwkeurig te kunnen benaderen. Dit
leidt tot de volgende definitie.

V.2.1 Definitie. Zij D een deelverzameling van R en zij ¢ € R. We noemen ¢
een verdichtz'ngspumﬂ van D als er voor iedere 6 > 0 een x € D\ {c} bestaat met
|z — ¢ <é.

Intuitief betekent dit dat we willekeurig “dicht” bij ¢ kunnen komen binnen
de verzameling D \ {c}.
We zijn voornamelijk geinteresseerd in de volgende situaties.

V.2.2 Voorbeeld. Laat a, b en c reéle getallen zijn.

(i) Alsa <ben a < c<b, dan is ¢ verdichtingspunt van de intervallen (a,b) en
[a,b].
(ii) Als a < ¢ < b, dan is ¢ een verdichtingspunt van het gepuncteerde interval

(a,0) \ {c}.

V.2.3 Definitie. Laat D C R, en f: D — R een functie zijn en zij ¢ € R.

(i) Neem aan dat ¢ een verdichtingspunt van D is. We noemen een reéel getal L
de limiet van f in c indien er voor iedere € > 0 een § > 0 bestaat zodanig dat

voor allew € Dmet 0 < |z —¢|<d: |f(z)—L|<e.

We noteren dan
lim f(z) = L.
xr—rc
(ii) Neem aan dat ¢ een verdichtingspunt is van {z € D : x < c}. De linkerlimief|
wordt gedefinieerd door in het bovenstaande alleen z € D met ¢ — 0 < x < ¢
te beschouwen. Notatie: liﬁn f(z) = L.
xfc

(iii) Neem aan dat ¢ een verdichtingspunt is van {x € D : © > c}. De rechterlimiet
wordt gedefinieerd door in het bovenstaande alleen x € D met ¢ < z < c+ ¢
te beschouwen. Notatie: liin f(z) = L.
xjc

V.2.4 Opmerking. (i) Merk op: als ¢ een verdichtingspunt van D is, bevat
D\ {c} voor iedere § > 0 inderdaad punten waarvoor |z — c¢| < ¢. De limiet is
dan uniek en we kunnen spreken van de limiet. Een soortgelijk argument laat
zien dat ook linker en rechter limieten uniek zijn. Let wel: net als bij rijen
hoeft een functie niet zulke limieten te hebben. Zie Voorbeeld .2.7

(ii) In de definitie van limiet mag « € D niet gelijk aan ¢ genomen worden. Dit is
uitgesloten doordat we eisen 0 < |z — ¢|.

2Let wel: c hoeft niet zelf in D te liggen. En ook als ¢ € D dan hoeft ¢ nog geen verdich-
tingspunt van D te zijn.
3Dit betekent: limiet vanaf de linkerkant van c.
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(iii) Een onmiddellijk gevolg van de definitie is de volgende karakterisering van con-
tinuiteit in termen van limieten: als ¢ € D een verdichtingspunt is van D, dan
is een functie f: D — R is continu in ¢ dan en slechts dan als lim f(z) = f(c)

r—c

(zie Opgave [V.2.1).

De volgende stelling geeft het verband tussen limieten van functies en limieten
van rijen.

V.2.5 Stelling. Zij D een deelverzameling van R, zij f: D — R een functie, en
zij ¢ € R een verdichtingspunt van D. Voor een reéel getal L zijn de volgende twee
uitspraken equivalent:

(i) lim f(z) =
T—C
(ii) Voor iedere rij (z)n>0 in D\ {c} met ILm Ty = c geldt 1i_>m f(zn) = L.

Het bewijs gaat precies zo als het bewijs van Stelling [V.1.6] we laten het
daarom als een oefening, zie Opgave [V.2.3]

V.2.6 Voorbeeld. Laat f: R\ {1} — R, gegeven zijn door f(x) = 221 We
tonen aan dat lim1 f(z) = 2. Merk op dat
z—

f@)=@@+)(z-1)/(z-1)=z+1, zeR\ {1}

Het is eenvoudig om te zien dat lim1 (z+1) = 2. Hieruit volgt het gevraagde. __mm
r—

V.2.7 Voorbeeld. Laat f: R\ {0} — R gegeven zijn door f(z) = 1/x. Neem
eens aan dat er een L € R is met lirr%) f(x) = L. Zij e = 1. Volgens de definitie
z—

van de limiet is er een § > 0 z6 dat voor alle z € R geldt: als 0 < |z| < ¢ dan
|f(z) — L] < e. Wenemen zo'n d. Dan geldt, voor x € (0,9), dat f(x) € (L—1,L+1).
Maar f[(0,d)] = (1/6,00). Dit is een tegenspraak. Dus heeft f geen limiet in 0.

— .

De volgende rekenregels voor limieten kunnen direct worden afgeleid uit Stel-
ling en de rekenregels voor limieten van rijen.

V.2.8 Stelling. Laat D C R, f,g: D — R, en ¢ € R een verdichtingspunt van D.
Neem aan dat 1131 f(z)=Len hgl g(x) = M. Dan

(i) lim (f(2) + g(x) = L+ M.

(ii) Voor alle a € R geldt hm( - f(z))=a- L.

(i) lim (£(z) - 9(a)) = L M.

(iv) /—\Is L #0, dan hm 1/f(x) =1/L.

(v) lim |f(2)] = |L|-

(vi) /—\Is voor alle z € D geldt f(z) < g(z), dan L < M.

V.2.9 Opmerking.

(i) Ook geldt er weer een insluitstelling voor de limieten die we hier beschouwen.
(ii) De bovenstaande rekenregels gelden ook voor linker- en rechterlimieten.

We kunnen ook limieten van functies bekijken voor £ — oo of z — —o0. De
precieze definitie is als volgt:
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Monotone functies

V.2.10 Definitie. Voor a € R en een functie f : (a,00) — R zeggen we dat

lim f(z)=1L

T—00

als voor elke ¢ > 0 een M > a bestaat z6 dat voor alle x > M geldt dat
|f(z) — L| < e. De definitie van lim f(z) = L gaat analoog.
r—r—00

Voor deze limieten gelden ook weer de rekenregels van Stelling

Als een functie f: D — R niet continu is in een verdichtingspunt ¢ € D dan kan

de zogenoemde discontinuiteit van f in ¢ verschillende vormen hebben. Zo kan het

bijvoorbeeld zijn dat liﬁn f(x) en liin f(x) beide niet bestaan (zie Opgave [V.2.13)).
xlc xrc

Het kan ook gebeuren dat f niet continu is in ¢, maar li#n f(z) en liin f(z) bestaan
xlc xrdc

wel.

V.2.11 Voorbeeld. Beschouw de functie f : R — R gegeven door

f(x):{o als z < 0,

z+1 alsx>0.

Er geldt 11%1 f(z) =0en 11?01 f(z) = 1. Dus f is niet continu wegens Opmerking
V24 -

V.2.12 Definitie. Zij D C R. Een reéle functie f: D — R noemen we:

(i) stijgend als voor alle z,y € D uit < y volgt dat f(x) < f(y).
(i) strikt stijgend als voor alle z,y € D uit x < y volgt dat f(x) < f(y).

Dalende en strikt dalende functies definiéren we analoog.

Een functie die stijgend of dalend is wordt monotoon genoemd

V.2.13 Definitie. Een functie f : D — R noemen we naar boven begrensd (naar
beneden begrensd) als er een M > 0 bestaat z6 dat voor alle x € D geldt dat
f(z) <M (f(x) > M). Een naar boven en beneden begrensde functie f : D — R
noemen we begrensd.

V.2.14 Stelling. Zij a,b € R met a < b. Als f : (a,b) — R een stijgende en naar
boven begrensde functie is, dan bestaat HH}) f(z). Bovendien geldt dat
z—

liny £ () = sup{/(x) : & € (a,)}.

Bewijs. Laat M = sup{f(z) : € (a,b)}. We bewijzen dat hm f( ) = M. Zij

e > 0 willekeurig. Aangezien M — e geen bovengrens is voor { f ( )z € (a,b)}
bestaat er een x; € (a,b) z6 dat f(z1) > M —e. Neem 6 = b — z;1. Er volgt dat
voor alle x € (a,b) met 0 < |z — b| < § geldt

[f(2) = M| =M — f(z) <M — f(x) <e

V.2.15 Opmerking. Analoog als in Steling [V.2.14] kunnen we laten zien:

(i) Als f stijgend en naar beneden begrensd is, dan liin fl@) =inf{f(z):x € (a,b)}.

(ii) Als f dalend en naar beneden begrensd is, dan lirr}) f(z) =inf{f(z) : x € (a,b)}.
z—
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(iii) Als f dalend en naar boven begrensd is, dan 1i_r>n f(z) =sup{f(x):x € (a,b)}.
T a

V.2.16 Gevolg. Zija,b € R met a <b. Als f: (a,b) — R een stijgende functie is,
dan geldt dat voor elke ¢ € (a,b)

lim f(z) en lim f(x) bestaan
zTe xle

en er geldt
lim f(z) < f(¢) < lim /).

In het bijzonder zijn de enige discontinuiteiten van f punten ¢ € (a,b) waar geldt

lin f(2) < lim f(z).

Opgaven

1. Zij c een verdichtingspunt is van D. Bewijs dat een functie f: D — R continu in
c is dan en slechts dan als

lim f(z) = /().
2. Bewijs met behulp van de definitie dat ligl f(z) bestaat als
r—a
(a) a=—1,en f: R\ {-1} = R gegeven door f(r) = (z?—1)/(x +1);
(b) a=2,en f: R\ {1,2} — R gegeven door f(z) = (23 -3z —2)/(2? — 32+ 2);
(¢) a=0,en f: R\ {0} — R gegeven door f(z) = (2% + z)/z.
3. Bewijs Stelling
# 4. Definieer f: (—1,1) — R door

0, =#0;
1, =z=0.

)= {

(a) DBestaat lin}J f(x)? Zo ja, wat is de waarde van de limiet? Zo nee, waarom
r—r
niet?
(b) Is f continu in 07

# 5. Laat f: R\ {0} = R, 2z — 1/x. Bewijs dat lin}J f(x) niet bestaat met behulp van
z—
Stelling

6. Laat f: R\ {0} = R, 2 — z/|x|. Bepaal of de lirr%) f(z) bestaat.
T—

7. Bewijs Stelling

8. Zij f : D — R een functie en ¢ € D een verdichtingspunt van D. Neem aan dat
f(z) # 0 voor alle z € D en lim f(x) = co. Toon aan dat lim 1/f(z) = 0.
r—cC Tr—cC

9. Zij f:(0,00) — R een functie. Bewijs de volgende uitspraken:

(a) lim f(x) bestaat dan en slechts dan als liﬂ)l f(%) bestaat, en in dat geval

Tr—r00 x
1dt i =i Ly,

eelde lim f(z) = lin £3)

(b) lin% f(|x|) bestaat dan en slechts dan als lim, | f(x) bestaat, en in dat geval
—
geldt lim f(|o[) = lim f(2)
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10.

#11.

12.

13.

14.

#015.

Zij D C R en ¢ € D een verdichtingspunt. Bewijs met de definitie van limiet: Als
f(c) < 0en lim f(x) = f(c) dan bestaat er een 6 > 0 z6 dat voor alle © € D met
xr—rc

|z — | < ¢ geldt dat f(z) <O0.

Laat a,b € R met a < b. Laat f: (a,b) — R. Laat ¢ € (a,b) en L € R. Bewijs:
lim f(x) = L dan en slechts dan als h%n flz) = liin f(z) = L.

xr—rc xrlc x.c

Herinner dat D C R een open verzameling is als er voor elke x € D een € > 0
bestaat z6 dat (x —e,2+¢) C D. Zij D een open verzameling. Toon aan dat elke
x € D een verdichtingspunt is. is.

Laat f: R\ {0} = R, z + sin(1/z). Toon aan dat hﬂ} f(z) en 11?01 f(z) beide niet

bestaan.
Geef de details van het bewijs van Gevolg

Zij a,b € R met a < b. Laat f : [a,b] — R stijgend zijn. Toon het volgende aan:
als f[[a, b]] een interval is, dan is f continu.
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V.3 Uniforme continuiteit

uniform continue
functie

De continuiteit van f: D — R betekent dat we voor iedere ¢ € D en iedere € > 0
een 0 > 0 kunnen vinden met de volgende eigenschap:

voor alle x € D met |z —c| <& geldt |f(z)— f(c)| <e.

Deze 6 is afhankelijk van € en ¢. We vragen ons nu het volgende af: wanneer
bestaat er een § die onafhankelijk van c is?

V.3.1 Definitie. Zij D een deelverzameling van R. Een functie f: D — R heet
uniform continu als er voor iedere € > 0 een § > 0 bestaat zodanig dat

voor alle z,y € D met |r—y| <4 gelds ‘f(x)—f(y)’ <e.

Het volgt meteen uit deze definitie dat een uniform continue functie continu

is, zie Opgave

V.3.2 Voorbeeld. Zij f: [0,1] — R gegeven door f(x) = x?. We bewijzen dat
f uniform continu is. Laat € > 0. We nemen ¢ = £/2. Voor alle z,y € [0,1] met
|z —y| < 6 geldt dan

1f@) = f)| =12 ==l —y| - Jz+y| <2z —y| <26 =e.

Niet iedere continue functie is echter uniform continu.

V.3.3 Voorbeeld. Zij f: R — R gegeven door f(x) = 2. We beweren dat f
niet uniform continu is. Immers, neem € = 1 en zij 6 > 0. Neem nu z = 1/6 en
y=1/0+6/2. Voor deze z en y geldt dan |z —y| < en

2
6321:&_

N =

1
@) = F@)| = 1o = 4| = |0 = yl o + y] = 30l + 9] >

V.3.4 Voorbeeld. Zij f : (0,1) — R gegeven door f(z) = 1/x. Er geldt dat f
niet uniform continu is (zie Opgave [V.3.3)). -

De uniforme continuiteit in het eerste voorbeeld is geen toeval. Als het do-
mein van een continue functie f een begrensd en gesloten interval is, dan zegt de
volgende stelling dat de functie f automatisch uniform continu is. Merk op dat
de bovenstaande voorbeelden aantonen dat geen van de voorwaarden “gesloten”
en “begrensd” weggelaten kunnen worden.

V.3.5 Stelling. Laat a,b € R met a < b. ledere continue functie f: [a,b] — R is
uniform continu.

Bewijs. Zij f: [a,b] — R continu en stel eens dat f niet uniform continu is. We
zullen een tegenspraak afleiden.
Omdat f niet uniform continu is, kunnen we niet voor alle € > 0 een zodanige
§ > 0 vinden dat voor alle x,y € [a,b] met |z — y| < & geldt | f(z) — f(y)| <e.
Er is dus een € > 0 zodanig dat voor er voor alle § > 0 een tweetal punten
x,y € [a,b] bestaat waarvoor wel geldt dat |x—y| < §, maar niet ‘f(x)—f(y)| <e.
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Opgaven

We nemen nu zo'n ¢, en voor ¢ achtereenvolgens 1, 1/2, 1/3, enzovoort. Voor
iedere n > 0 vinden we zo een tweetal punten z,, y, € [a,b] met

1
|20 — ynl| < nrl en |f(xn) - f(yn)| Z €. (V.1)
De rij (zn)n>0 is begrensd, en met Stelling|[IV.4.4| van Bolzano-Weierstrass vinden
we een convergente deelrij (2, )k>0. Zij = de limiet van deze deelrij. Dan is
x € [a,b]. Voor alle k > 0 geldt

|ynk_$|<|ynk_$nk|+|xnk_‘r|< +|xnk_x‘

= ng+1
Wegens klim T, = « volgt hieruit dat de rij (yn,)r>0 eveneens convergeert en
— 00
dat
lim y,, ==.
k—o0
Omdat f continu is, levert dit

lim f(xnk) = f(x) = kll)n;o f(ynk)

k—o0

Dus

k—o0

Uit de definitie van een convergente rij volgt dat er een N € N bestaat met de
volgende eigenschap: voor alle indices k > N geldt

| f(@ne) = Flym,)| <&
Dit is in tegenspraak met de ongelijkheid (V.1]). .

F &0

. Bewijs dat een uniform continue functie continu is.

. Toon aan met behulp van de definitie dat de functie f: R — R gegeven door

f(2) = 52
uniform continu is.

1

. Toon aan dat dat de functie f : (0,1) — R gegeven door f(x) = ; niet uniform

continu is.

. Toon aan dat iedere Lipschitz continue functie uniform continu is (vergelijk Op-

gave [V.1.10)).

. Laat D CRen f,g9: D — R uniform continu zijn. Toon aan:

(a) f+ g is uniform continu.
(b) Als f en g begrensd zijn, dan is fg uniform continu.

(c) Geef een voorbeeld waarin f en g uniform continu zijn en fg niet.

. Stel f: (0,1] — R is uniform continu. Bewijs dat lirr%) f(x) bestaat.
T—
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7. Definieer f: [0,00) — R door f(x) = v/z. Bewijs, direct met de definities, dat f
uniform continu is, maar niet Lipschitz continu.

* 8.

(a) Geef een voorbeeld van een functie f: R — R die continu en begrensd is maar
niet uniform continu.

(b) Geef een voorbeeld van een functie f: (0,1) — R die continu en begrensd is
maar niet uniform continu.

9. Laat f:(0,1) — R uniform continu zijn. Toon aan dat f begrensd is.

%10. Laat f : (0,1) — R uniform continu zijn. Toon aan dat er een unieke continue
functie g : [0,1] — R bestaat z6 dat g(z) = f(x) voor alle z € (0,1).
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V.4 Eigenschappen van continue functies

Maxima en minima

Nulpunten

Nulpuntstelling

We bestuderen een paar belangrijke stellingen over continue functies.

De stelling over continue functies die we in deze paragraaf bewijzen zegt dat een
continue functie op een begrensd en gesloten interval altijd ergens een maximum
en een minimum aanneemt. Om dit te bewijzen hebben we het volgende nodig.

V.4.1 Propositie. Laat a,b € R. Als f: [a,b] — R continu is, dan is f begrensd.

Bewijs. Neem aan dat f niet naar boven begrensd is. Kies voor iedere n > 0 een
Zn € [a,b] met f(z,) = n. Met behulp van de Bolzano-Weierstrass stelling vinden
we een convergente deelrij (25, )r>0 van (z,)n>0. Noem de limiet van deze deelrij
x; merk op dat x € [a,b]. Dan geldt dat klgl;o f(zpn,) = f(x). Aan de andere kant

geldt (f(zn,))n>0 is onbegrensd, omdat f(x,,) > ni. Dit is een tegenspraak.
Dus f is wel naar boven begrensd.

Door het bovenstaande toe te passen op — f volgt dat f naar beneden begrensd
is. |

V.4.2 Stelling (Bolzano, 1817). Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R een
continue functie. Dan bestaan er x1,z2 € [a,b] z6 dat

f(z1) < f(z) < f(ze) voor alle z € [a, b].
Met andere woorden f heeft een maximum en een minimum.

Bewijs. We laten zien dat f zijn maximum aanneemt. Bekijk de verzameling
V = {f(z) : © € [a,b]}. Uit Propositie weten we dat V' maar boven
begrensd is. Zij

M =supV.

We moeten laten zien dat er een zo € [a, b] bestaat met f(z2) = M. Stel dat zo'n
xy niet bestaat. Dan geldt f(x) < M voor alle z € [a,b]. Bekijk nu de functie
g : [a,b] = R gegeven door g(z) = M%f(w) Uit Stelling [V.1.7] (iv) volgt dat g
continu is. In het bijzonder zien we uit Propositie dat g begrensd is. Dus
er bestaat een K > 0 z6 dat g(z) < K. Er volgt

m <K, dus M- f(z) > % >0 voor alle z € [a, b].
Dit geeft dat f(z) < M — + < M voor alle z € [a,b]. Maar dan is M — & een
kleinere bovengrens voor V. Tegenspraak.

Conclusie: er bestaat een zo € [a,b] z6 dat f(x2) = M.

Door bovenstaande toe te passen op —f vinden we dat f zijn minimum aan-
neemt. |

Laat D CR,en f: D — R. Een punt € D waarvoor geldt dat f(z) = 0 noemen
we een nulpunt van f. De volgende stelling laat zien dat een continue functie die
op een interval van teken wisselt, altijd een nulpunt heeft.

V.4.3 Stelling (Nulpuntstelling). Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R
continu en neem aan dat f(a) < 0 < f(b). Dan is er een & € (a,b) waarvoor geldt

f(&) =0.
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Tussenwaardestelling

Beuwijs. Zij V = {z € [a,b] : f(z) <0}. Wegens a € V, is V niet-leeg, en duidelijk
is dat b een bovengrens voor V is. Dus bestaat £ = supV, en er geldt £ € [a, b].
We tonen aan dat f(£) = 0.

Voorn =1,2,...1s 57% geen bovengrens van V', en dus bestaat er een x,, € V'

met & — % < xp < &. Hieruit zien we dat lim z,, = £. Uit de continuiteit van f
oo

n—
volgt dus dat lim f(z,) = f(£). Aangezien f(x,) < 0 voor alle n > 1 geldt dat
n—oo

f(§) <o.

Merk op dat wegens f(£) < 0 ook geldt dat £ < b. We bewijzen nu f(£) > 0.
Voor n > 1 voldoende groot geldt dat £ + %L < b. Aangezien & + % > £ volgt
dat & + % ¢ V en dus f(§+ %) > 0 voor alle n > 1 voldoende groot. Omdat

1
lim £+ — = £ volgt uit de continuiteit van f dat f(£) > 0.

n—00 n

We hebben bewezen dat f(§) = 0. Aangezien f(a) < 0 en f(b) > 0 moet
gelden dat £ € (a, b).
|

V.4.4 Opmerking. Door —f in plaats van f te beschouwen zien we dat een
continue functie f: [a,b] — R met f(b) <0 < f(a) ook altijd een nulpunt heeft.

Het belang van de Nulpuntstelling is gelegen in het feit dat zij het bestaan van
nulpunten garandeert, ook wanneer deze moeilijk of zelfs niet expliciet bepaald
kunnen worden.

V.4.5 Voorbeeld. Beschouw de vergelijking e~2% = z. We onderzoeken of dit
oplossingen = € R heeft. Het is duidelijk dat als er een oplossing is, deze in [0, 00)
moet liggen. Bekijk de functie f : [0,00) — R gedefinieerd door f(z) = e 3T g,
Dan geldt f(0)=1len f(1)=e 2 —-1<1—1=0. In Paragraaf zullen we
zien dat  — e” (en dus ook f) een continue functie is. Uit de nulpuntstelling dat
er een zg € (0,1) is z6 dat f(xo) = 0. Dat wil zeggen e~2% = z4. In dit geval
is het eenvoudig te zien dat er maar één oplossing is, omdat f strikt dalend is en
dus injectief. ==

V.4.6 Voorbeeld. We gebruiken de Nulpuntstelling om te bewijzen dat ieder 3e-
graads reéel polynoom p een reéel nulpunt heeft. Na delen door de kopcoéfficiént
is het polynoom van de vorm p(z) = 2® + az? + bz + ¢, met a,b, c in R. Wegens

lim IL?: lim (1+a+b2+63>=1
X T T

is er een & > 0 zodanig dat p(&)/€3 > 1/2. Dan geldt p(&1) > &/2 > 0.
Op dezelfde manier volgt uit Elzl p(z)/x® = 1 dat er een & < 0 bestaat met

p(&0) /€3 > 1/2, zodat p(&) < &5/2 < 0. Uit de Nulpuntstelling volgt dan dat p
een nulpunt heeft in het interval [y, &]. -

Vaak is het handig om de volgende, iets algemenere, variant van de Nulpunt-
stelling tot onze beschikking te hebben:

V.4.7 Gevolg (Tussenwaardestelling). Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] = R
een continue functie, en neem aan dat f(a) < f(b). Dan geldt: voor iedere t in
[f(a), f(D)] bestaat een ¢ € [a,b] met f(c) =t.

Bewijs. Als f(a) =t of f(b) = ¢ is er niets te bewijzen. Als f(a) <t < f(b),
pas dan de Nulpuntstelling toe op de functie g: [a,b] — R gedefinieerd door
g(x) = f(z) —t. n
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Inverse functies

continue versie

Combinatie van Stellingen en [V.4.7] levert het volgende op:

V.4.8 Stelling. Zij a,b € R met a < b. Als f : [a,b] — R continu is, dan geldt
f[[a,b]] = [m, M], waarbij m € R het minimum van f is en M € R het maximum
van f is.

Herinner dat f|[[a,b]] het beeld van de verzamling [a, b] is:
flla,b]] = {y € R : er bestaat een z € [a,b] met y = f(z)}.
Bewijs. Volgens Stelling bestaan er z1,z2 € [a,b] z6 dat
m= f(x1) < f(z) < f(ze) = M voor alle z € [a,b].

Dus f[[a,b]] C [m,M]. Als 21 = x5, dan is f constant, en dus bestaat f[[a,b]]
uit één punt.

Stel nu dat z7 < 3. Volgens de Tussenwaardestelling (toegepast op het
interval [z1,x2] geldt dat f alle waarden tussen [m, M| aanneemt. We zien dus
dat [m, M] = f([z1,2z2]) C f[[a,b]] C [m, M]. Dus f[[a,b]] = [m, M].

Het geval 1 > x5 gaat analoog. [ |

We kunnen de bovenstaande stellingen gebruiken om het bestaan te bewijzen van
reéle getallen met bepaalde eigenschappen. Algemener kunnen we ze gebruiken
om aan te tonen dat functies (continue) inverses hebben.

V.4.9 Stelling (Inverse Functiestelling, continue versie).

Laat J = [a, b] een interval zijn, en f : J — R een strikt stijgende functie. Definieer
I = f[J]. Danis f : J — I een bijectie, en de inverse functie f=1 : I — J is strikt
stijgend en continu.

Bewijs. Uit Stelling [V.-4.8] volgt dat I een interval is. De surjectiviteit van f is
duidelijk en de injectiviteit volgt uit het feit dat f strikt stijgent is. Dus de inverse
f~1: I — J bestaat. We laten eerst zien dat f~! strikt stijgend is.

Stel f(a) < 11 < y2 < f(b) en laat z1, 29 € [a,b] zijn met f~1(y1) = 21 en
f7'(y2) = 2. Dan f(z1) = y1, f(22) = y2 en @1 # 2o (want f(x1) # f(x2)).
Als x5 < 7 krijgen we een tegenspraak: yo = f(z2) < f(x1) = y1. Er moet dus
gelden dat 7 < z2 ofwel f~1(y1) < £~ (y2).

We bewijzen nu de continuiteit. Zij yo € I en neem eerst aan dat yo geen eind-
punt van [ is. Zij ¢ > 0 en laat zo = f~1(yo) zijn. Laat ¢’ = min{e, zo—a,b—x0}
zijn. Noem x1 = 29 — &’ en @9 = 29+ &’ en y; = f(x1) en y2 = f(22). Dan geldt
Y1 < Yo < y2. Kies

§ = min{yo — y1,42 — yo}-

Kies y € I met |y — yo| < 0 willekeurig. Dan geldt y1 < y < yo, en dus
wog—e' =z =fHy) < FTHY) < fTHp) =2 = a0+ €

Dit geeft | f 1 (y)— f(yo)| < &. Als yop € I een eindpunt is dan kun je op dezelfde
manier laten zien dat f~! link- of rechtscontinu is in . |

V.4.10 Opmerking. Bovenstaand bewijs breidt uit naar het geval dat J een
ander soort interval is (open, halfopen, oneindig, etc.).

Ter illustratie leiden we het bestaan van wortels af.
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Y V.4.11 Voorbeeld. Zij k € N met k& > 2. De functie f : [0,00) — [0,00)
gedefinieerd door f(z) = a* is continu en strikt stijgend en f[[0,00)] =
Uit Stelling volgt dat f een continue inverse f~! : [0,00) — [0,00) heeft.
Notatie: &z = f~*(x) en ook % = f~1(z).
Tegelijkertijd bewijst dit de existentie van wortels: voor elke x > 0 bestaat een
uniek reéel getal y > 0 met de eigenschap dat y* = . Neem maar y = f’l(x)ﬂ
— .

Opgaven

#3 1. De functie f: R\ {0} — R gedefinieerd door f(z) = 1/z is continu en voldoet aan
f(=1)=—=1en f(1) = 1. Toch heeft f geen nulpunt. Leg uit waarom dit niet in
strijd is met de Nulpuntstelling.

2. Bewijs dat er een = € R bestaat die voldoet aan 2sin(z) = = — 1.
3. Bewijs dat iedere polynoomfunctie f: R — R van oneven graad een nulpunt heeft.

4. Beschouw de vergelijking

a n b B
(=13 (z-3)°

0,

waarbij a,b > 0. Toon aan dat deze vergelijking tenminste één oplossing heeft in
het interval (1, 3).

#r 5. Bewijs dat 2® + 32 + 5 = 0 op het interval [—2, —1] precies één oplossing heeft.

6. Beschouw de functie f: R — R gegeven door

flx) =25 32 +1.

&
~

Bereken f(0), f(1/2) en f(1).

Toon aan dat f een nulpunt heeft.
Ga na dat f(z) > 1 voor alle z < 0.
Ga na dat f(x) > —1 voor alle z > 1.

Toon aan dat f een minimum heeft, en dat dit minimum ergens wordt aan-
genomen in het interval [0, 1].

e
2sZ

@
~

7. Definieer de functie f : R — R door

B+ —4r—1
2 4+1

fz) =

(a) Toon aan dat f continu is. Tip: Gebruik Stelling De definitie van
continuiteit hoef je niet meer te gebruiken bij deze opgave.

—
=

Bewijs dat f tenminste 2 nulpunten heeft.
Toon aan dat f(z) >0 als z < —1, en dat f(z) >0 als z > 2

Bewijs dat f een minimum heeft, en dat dit minimum ergens wordt aange-
nomen in het interval [—1,2].

a &
28
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#“ 8

& 9.

10.

*#411.

12.

F#013.

*14.

bisectie methode

. Laat f,¢:[-1,1] — R functies zijn en neem aan dat voor alle x € [—1,1] geldt
g(x) = |f(z)|. Neem aan dat g een maximum en een minimum heeft. Bewijs of
weerleg:

(a) f heeft een maximum of een minimum.

(b) f heeft een maximum en een minimum.

Laat f : [a,b] — R een continue functie zijn met f[[a,b]] C [a,b]. Toon aan da
er een x € [a,b] is z6 dat f(x) = .

Zij a,b € R met a < b. Laat f : (a,b) — R een continue functie zijn. Laat
m = inff[(a, b)] en M = supf[(a,b)], waarbij we afspreken dat m = —oo als
f niet naar beneden begrensd is, en M = oo als f niet naar boven begrensd is.
Toon aan dat f[(a,b)] een interval is met eindpunten m en M.

Zij a,b € R met a < b. Laat f : [a,b] — R een continue functie zijn. Definieer
g:la,b] — R als
9(x) = max{f(y) : y € [a, z]}.

Toon aan dat g continu is.

Ga na welke van de volgende functies f: V — W een inverse f~!: W — V heeft,
en of deze inverse continu is.

(a) f:R—Rmet f(z) =2

(b) f:[0,00) = R met f(z) = =2
() f:R—[0,00) met f(z)= >
(d) f:10,00) = [0,00) met f(z)= x>

Zij f: R — R een continue functie en zij (x, y) een punt dat niet op de grafiek van
f ligt. We gaan aantonen dat er een ¢ € R bestaat waarvoor de afstand tussen de
punten (¢, f(t)) en (x,y) minimaal is.

Zij d(t) de afstand van het punt (¢, f(t)) tot (z,y).

(a) Toon aan dat de functie d: R — R continu is.

Toon aan: als |t — x| > |y — f(z)|, dan is d(t) > d(x). Teken een plaatje!
Beredeneer dat de beperking van d tot het interval [z—|y— f(z)|, z+|y— f(z)|]
ergens op dit interval een minimum aanneemt.

Beredeneer aan de hand van (b) dat het minimum uit (c) tevens het minimum
van d is op heel R.

Laat a,b € Rmet a < b. Zij f: [a,b] — R continu en neem aan dat f(a) < 0 < f(b).
Definieer ag = a, bg = b en 29 = (b+ a)/2. Voor n > 1 definiéren we recursief

o — (an—1 +xn-1)/2, als f(xp_1) >0,
" Tpo1, als f(xp—1) <0
[ — Tn—1, als f(xn—l) > Oa
" (bper +xn—1)/2, als f(zp_1) <0.

en z, = %utbe,

(a) Bewijs dat (an)n>0 en (bn)n>0 convergent zijn naar dezelfde limiet L.
(b) Concludeer dat lim , = L.

n—roo

(¢) Bewijs dat f(L) =0.

4De oplettende lezer heeft gezien dat we in andere hoofdstukken al gebruik gemaakt hebben
1
van {/z en zk.
5Een punt z € [a,b] met f(x) = z wordt een dekpunt of vast punt genoemd.
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logaritme

V.5

De exponentiéle functie

In deze paragraaf bewijzen we enkele belangrijke eigenschappen van de e-macht.
Herinner uit Paragraaf dat e® = exp(z) = lim (14 x/n)" voor x € R.
n—oo

V.5.1 Stelling. De volgende eigenschappen van de functie x — e” gelden:

(i)  — e® is strikt stijgend.

(ii) = — " is continu.

(iii) Ilgl;oe = oo0.

(iv) Ig@me =0.

Bewijs. (i): Herinner uit Paragraaf [[V.5 dat e! > 1 voor alle ¢ > 0. Kies nu
z,y € R met z < y. Wegens Stelling [[V.5.5] geldt

e =¥ %e” > e”.

(ii): We tonen eerst aan dat limO e’ = 1. Bewering: voor alle z < 1 geldt
T—

14z <e® <

1—2’

Kies eerst z > —1. Uit Lemma [[V.5.1] en de definitie van e* volgt dat
1
e’ > <1+%> =1+z.

Indien z < —1, dan geldt e® > 0 > = + 1. Dit bewijst 1 +x < e” voor alle z € R.
Als we dit toepassen op —x vinden we 1 —x < e™%. Met e™% = e% volgt dat
e’ < ﬁ als z < 1. Dit bewijst de bewering.

Uit de Bewering en de Insluitsluitstelling volgt dat }:li% e =1 ZijnuceR

willekeurig. Duidelijk is dat lim e®~¢ = lim ¢” = 1. Dus ook
T—C h—0

lim e® = e lim e* ¢ =€ -1 = €.
Tr—cC Tr—c
Hieruit volgt de continuiteit in c.
(iii): In het bewijs van de bewering hebben we gezien dat e* > 1+ x voor alle
x € R. Hieruit volgt lim e* = co.
Tr—r00
(iv): Aangezien e~® = L volgt nu uit (iii) dat

lim e® = lim e ® = lim 1/e® =0.
r—r—00 Tr—00 T—00

V.5.2 Stelling. De functie f : R — (0,00) gedefinieerd door f(z) = e® is inver-
teerbaar. De inverse is f~1 : (0,00) — R is strikt stijgend en continu.

Bewijs. Dit volgt uit de Inverse Functie Stelling en Stelling [ |

Definieer In : (0,00) — R als de inverse van de e-macht: Inz = f~!(z). De
functie In noemen we de natuurlijke logaritme, en wordt ook vaak genoteerd als
log.

Merk op dat voor n € N en z > 0 geldt dat

nlnx

X

n _ (elnw)n _ elanr---Jrlnm —e
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Voor n,m € N\ {0} geldt:
" = (6nlnm) _ (e%lna:yn’

dus xm = em "® Er volgt nu eenvoudig dat 2 = e*™* voor allea« € Q en z > 0
door nogmaals 1 = e“e™™ te gebruiken.
Definiéer nu voor alle x > 0 en a € R:

& = eozlnm.

Men kan de volgende rekenregels afleiden

V.5.3 Stelling. Zij o, € R en x,y > 0. Dan geldt:
(i) In1=0.

xzf = poth,

V.5.4 Opmerking. In Opgave [V.5.2] wordt je geacht aan te tonen dat de functie
f R — (0,00) gegeven door f(z) = a® strikt stijgend, continu en inverteerbaar
is. De inverse kunnen we ook uitrekenen. We hebben

y=f(z) & y=ad® & y="""% o lny=zha.
We vinden dus z = % Conclusie f~!(z) = 22, Deze functie wordt meestal

genoteerd als
Inz

log, (x) = f~(x) = na

Het getal z = log, () is dus het unieke getal dat voldoet aan a* = x.

Opgaven

1. Bewijs Stelling

2. Zij a > 0, en definieer f: R — (0,00) door f(z) = a®. Toon aan:
(a) Als a > 1, dan is de functie f strikt stijgend, continu en inverteerbaar.
(b) Alsa € (0,1), dan is de functie f strikt dalend en continu.

#1 3. Laat zien dat 1 — % <Ilnz <z -1 voor alle z > 0.
4. Uit Opgave zien we dat voor elke n > 1 geldt dat

1 <ln(n+1><
n+1 "~ n -

1
o
& (a) Laat met behulp van bovenstaande zien dat voor elke n > 1 geldt dat

1 + +1<12<1+ + 1
“ e — n —_— e .
n+1 2n — - n 2n—1

1
(b) Bewijs dat lim — +---+ =In2.

n—oo n 2n —1

1
# 5. (a) Toon aan dat dat lim =T .

T—00 I

|
(b) Toon aan dat voor alle e > 0 geldt dat lim 22 _o.

r—o0 €
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Vi

REEKSEN

Inmiddels heb je misschien al een aantal keer de volgende notatie gezien:

n

Zaj:ao+a1+-~-+an.

=0

In dit hoofdstuk zullen we ons bezig houden met de vraag of je oneindig veel
getallen bij elkaar op kunt tellen. Dus wat is

M8

.C_Dh
]
QD

=0 =k

Voorbeeld: In de volgende figuur wordt geillustreerd hoe je het getal 2 als een
som van oneindig veel getallen kunt schrijven:

F

1
16

e
o0l

=

Figuur 6.1: Het getal twee verdeeld in oneindig veel oppervlakten

In formule-vorm zou dat zijn

2—1+1+1+1+1+
o 2 4 8 16 7

Voorbeeld: Wat is:
s=14+(-1)4+1+(-1)+... 7?77
of kun je dit niet sommeren? Je kunt eenvoudig controleren dat indien we oneven

veel termen bij elkaar optellen vinden we 1 als antwoord. Indien we even veel
termen nemen vinden we 0 als antwoord.

VI REEKSEN
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VI.1

Convergentie van reeksen

Reeks

meetkundige reeks

harmonische reeks

Laat (a;);>0 een rij reéle getallen zijn. Uit (a;);>0 kunnen we voor ieder n € N
de partiéle som vormen:

n
sn:Zajzao+a1+~-~+an-
Jj=0

De rij van partiéle sommen (s,)n>0 wordt de reeks van (a;) ;>0 genoemd en zullen
we in het vervolg noteren als

[e'S)
Zaj of a0—|—a1+a2—|—--~
7=0

De a;’s worden de termen van de reeks genoemd.
VI.1.1 Definitie. Een reeks Z;ﬁo a; heet convergent met som s € R als de rij

(Sn)n>0 van partiéle sommen convergent is en lim s, = s. In dit geval noteren
n—oo

[eS)
S = E CL]'.
Jj=0

Een reeks Z;io a; die niet convergent is zullen we divergent noemen.

we de som als

VI.1.2 Opmerking.

(i) De convergentie van E;‘;k a; = ap + ag41 + ... wordt op een soortgelijke
manier gedefineerd.

(ii) In het geval van convergentie heeft het symbool Z;'X;O a; dus twee betekenissen:
de reeks en de som van de reeks.

VI.1.3 Voorbeeld. De meetkundige reeks Z;—io r7, met r € R. Uit Paragraaf
weten we dat voor elke n € N geldt:

1 — pntl

n: ‘7:4 3 1 1'
s jgor T als r #

oo

Als |r| < 1 dan geldt lim "*! =0 en dus E ¥ is convergent e
n—00 —
§=

i i g LT
ro = 11m = .
= n—oo 1—7 1—r

Als |r| > 1, dan is de reeks divergent. -

VI1.1.4 Voorbeeld. De harmonische recks Z;’il % We tonen aan dat deze reeks
divergent is.

Laat s, = Z;;l % voor n > 1.

Bewering: voor alle m € N geldt dat som > 1+ 7. Uit de bewering volgt
dat (sp)n>1 divergeert. Er resteert om de bewering te bewijzen. Dit kun je met

1Het geval r = % stemt overeen met het voorbeeld aan het begin van dit hoofdstuk.
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behulp van volledige inductie in m € N laten zien (zie Opgave [VI.1.7)). We geven
een intuitieve uitlegﬂ Er geldt:

3
81:1382:§a
+(1+1>>3+(1+1)—2
MEmRT BT =T\ T T
+(1+1+1+1)>2+(1+1+1+1) 5
S8 =S8 -+ -4+ -4+ —+-+-+=-)==
P56 T T8 T 88 8 8 2
= +(1+i+ +i)>§+(i+i+ +i)—3
P16=5 T 9 T 10 16/ =2 " \16 " 16 16/ ~
— .
telescoopreeks VI1.1.5 Voorbeeld. De telescoopreeks Z;’;2 ﬁ Merk eerst op dat geldt
1 1 1

G0 T 71 g Hieruit volgt dat voor alle n > 2

n n

1 1 1
W= T X j

= e A A

_(1 1)+(1 1)+(1 1)+ +( 1 1)_1 1

S\ 2 2 3 3 4 n—1 n/ = n
Hieruit volgt dat Z;)iz ﬁ convergent is en

> 1 ) 1
§ — = lim1--=1.
1) e m

VI.1.6 Opmerking. Zij (a;);>0 een reéle rij.
(i) Laat k € N>;1. Bekijk de reeksen

o0 oo
Zaj en ZCL]'.
j=0 j=k
Noemen we partieéle sommen van deze reeksen (sp,)n>0 €n (t,)n>r respektie-
velijk, dan geldt:
Sn=(ap+a1+- - +ag_1)+t,, voorelken >k.

Hier volgt dat )77 ) a; convergent is dan en slechts dan als 352, a; convergent
is en in dit geval

[e'e) 0o
Zaj = (a0+a1 + .- +ak_1)+2aj.
7=0 j=k

In het bijzonder volgt hieruit dat het convergentiegedrag van een reeks niet
verandert als we eindig veel termen van de reeks veranderen (de som van de
reeks verandert natuurlijk wel).

(ii) Als E a; convergeert, dan geldt klim g a; = 0. (zie Opgave [VL.1.8]).
— o0
=0 j=k

VI.1.7 Stelling. Zij (a;);>0 een reéle rij. Als de reeks 3 7" a; convergeert, dan
geldt lim a; = 0.
j—o0

2Een ander bewijs staat in Voorbeeld [V1.2.6
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Opgaven

Bewijs. Laat (s,)n>0 de rij van partiéle sommen zijn. Dan geldt lim s, = s.
n—oo

Aangezien a, = s, — s,_1 volgt dat

lim a, = lim (s, — $p—1) = lim s, — hm Sp_1=8—5=0.
n—oo n— oo n—oo

VI.1.8 Opmerking.

(i) Uit Stelling[VI.1.7|zien we direct dat Z ° o1/ divergeert als [r| > 1. Inderdaad,
als >0 =0 f] wel convergent zou zijn, dan zou met Stelling [VI.1.7] volgen dat
lim; o 7 = 0, en dat is niet waar.

(ii) Merk op dat de omkering van Stelling [VI.1.7| niet waar is:

De reeks Zoo_l = is divergent, maar wel lim — = 0.

j—o0 Vi

VI.1.9 Stelling. Laat (a;);>0 en (b;);>0 reéle rijen zijn en laat o, 8 € R. Als
> o a;j en 337 b; convergent zijn, dan is ook > 77 (aa; + (b;) convergent en

Z(aaj + 6b;) = aZaj + 6ij.
5=0 5=0 j=0

Beuwijs. Zie Opgave n

#

. Toon aan dat de volgende reeksen convergeren en bereken de som

W SEL ) S(-Y 0 SUL

=0 n=2 k=1

. Toon aan dat de volgende reeksen convergeren en bereken de som

oo 1 o0

. Wat zegt Stelling [VI.1.7] over de convergentie van de volgende reeksen:

(a) Yo7, /a waarbij a > 0.
(b) Yol V/1/n
(€) Yol v/1/n
(d) 55 (-1).

. Zij |r| <1,a€Ren k€ N. Bewijs dat 372, a1’ :Lkr‘

1—

. Laat aj = /j +1—+/J, voor elke j > 0.

(a) Toon aan dat lim a; =0.
Jj—oo

(b) Toon aan dat Y 7 a; divergent is.

96

VI REEKSEN



6. Laat (a;);>0 en (bj);>0 beide reéle rijen zijn en laat o, § € R.

(a) Laat (sn)n>0 en (tn)n>o de partiéle sommen van »°7° a; en 3°7° b; zijn.
Laat (uy)n>0 de partéle sommen van Y72 (aa; + Bb;) zijn. Ga na dat voor
alle n > 0 geldt

Uy = Sy + Bty

(b) Bewijs Stelling Hint: gebruik (a) en rekenregels voor limieten.

7. Laat s, = Z;.lzl % voor n > 1. In Voorbeeld |VI.1.4] wordt beweert dat voor alle
m > 0 geldt

m
Som 2 ]_ + 5

Bewijs dit met behulp van volledige inductie.

8. Laat Z;io a; een convergente reeks zijn. Merk op dat voor alle & > 0 de reeks
oo

322 aj convergent is. Toon aan dat lim g aj = 0.
1= k—o0
=k
j=
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V1.2 Reeksen met positieve termen

Majorantenkenmerk

In deze paragraaf kijken we naar reeksen Z;io aj met a; > 0 voor alle j € N.
Merk op dat in dit geval voor de rij van partiéle sommen s, = 37 a; met n > 0,
geldt dat

so <851 <s2< ..

Dus de rij van partiéle sommen is stijgend. Uit Stelling en Propositie|lV.1.6
weten we dat zulke rijen convergeren precies wanneer ze naar boven begrensd zijn.

VI.2.1 Propositie. Zij (a;);>0 een rij met a; > 0 voor alle j € N. Dan geldt
Z;io a; is convergent dan en slechts dan als de rij van partiéle sommen naar boven
begrensd is.

Een belangrijk gevolg is het volgende vergelijkingskenmerk.

VI.2.2 Stelling (Majorantenkenmerk van Weierstrass). Als voor de rijen (a;);>0
en (bj);>0 geldt dat 0 < a; < b; voor alle j € N, en als 377%; b; convergent is, dan

is ook E;:o a; convergent.

Bewijs. Laat s, = Z?:o ajent, = Z?:o b; voor elke n > 0. Er geldt 0 < s, <'t,,
voor elke n > 0. De rij (t,)n>0 is convergent en dus naar boven begrensd door een
getal M > 0. Dus 00k (sy,),>0 is naar boven begrensd door M, en dus convergent

wegens Propositie [ |

VI.2.3 Opmerking.

(i) Aangezien de convergentie van een reeks niet afhangt van het begin van de
rij, geldt het Majorantenkenmerk ook indien er een k € N bestaat z6 dat
0 <a; <bj voor alle j > k en Zjik b; convergent is.

(ii) Het Majorantenkenmerk kan ook gebruikt worden om divergentie van een reeks
af te leiden. Immers, als 0 < a; < b; en is Z;io a; divergent, dan moet

Z] o b; divergent zijn.

VI.2.4 Voorbeeld. (i) Bekijk de reeks > 72, % Voor alle j > 2 geldt

1 1
0< < ———.
26—
In Voorbeeld 5[ hebben we gez1en dat >°%7 j=2 3 j 1 convergent is. Uit het
Majorantenkenmerk Volgt dat Z L convergent 1s
(ii) Bekijk de reeks Zj 1 3]+1 Er geldt
1 1 1

37+1 37+ 45

= 14; ook.

We weten dat 377, 1 divergeert (harmonische reeks), en dus >

Uit het Majorantenkenmerk volgt dat >_°7 divergent is.

J= 13+1

Het volgende verdichtingscriterium van Cauchy zal handig zijn.
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verdichtingscriterium
van Cauchy

Limietkenmerk

VI1.2.5 Stelling. Zij (aj)jzl een rij getallen in Ryg zé dat a1 > a2 > a3z > ...
Dan geldt

oo oo
E aj is convergent <= g 27aq; is convergent.
Jj=0 Jj=0

Bewijs. Laat s, = Y7 gaj en t, = > 2 ay. Wegens Propositie vol-
doet het te bewijzen dat (sp)n>0 is begrensd < (£y,)n>0 is begrensd.

“=” Neem aan dat (s,)n>0 begrensd is door een reéel getal M7. Laat k > 0.
Dan geldt

cap + 2% + 2'ag + -+ 2k_1a2k

DO =

it =
otk
<ai+az+ (ag+as)+ -+ (agr—141 + -+ + agx)
= Sok § Ml.
Dus t;, < 2M;.
“«<” Neem aan dat (t,),>0 begrensd is door een regel getal M. Laat n > 0.
Kies k € N z6 dat n < 2. Dan geldt
Sp < Sopti_g <ap+(ag+ag)+ -+ (agr + ...+ agrr1_q)
<ai+ (ag+az)+ -+ (age + -+ age)
= 20(11 + 21a2 + 22(14 + -+ 2ka2k =t < Mos.

|

VI1.2.6 Voorbeeld. Zij p € R-y.

1

Z > is convergent <= p > 1.

=17
Zij a; = ]ip voor j > 1. Aangezien (a;);>1 dalend is, kunnen we Stelling [VI.2.5
toepassen. Merk op dat 27ay; = 2707P) = i met r = 2'"P. Dus wegens
Voorbeeld geldt: 3272, 2/ay; is convergent dan en slechts dan als |r| < 1.
Dit laatste geldt dan en slechts dan als p > 1. _m

De volgende stelling kan een handig hulpmiddel zijn om convergentie van reeksen
aan te tonen.

VI.2.7 Stelling (Limietkenmerk). Laat 372 a; en 3372 b; reeksen zijn. Neem
aan dat er een jy € N is z6 dat voor alle j > jp geldt a; > 0 en b; > 0 en dat

. a;
lim -

bestaat. Als >°7°b; convergent is, dan is ook > 7% a; convergent.

Bewijs. Definieer L = lim;_,o 2. Kies N € N z6 dat voor alle j > N geldt dat
J

% — L‘ < 1. Er volgt dat voor alle j > N

0<¥ <41
b
Dus0<a; < (L+ 1)bj voor all 7 > N. Uit het Majorantenkenmerk zien we dat
uit de convergentie van Z;i() b; de convergentie van E;io a; volgt. [ |

3Het is bekend dat pDp J% = 72/6, maar dit is ingewikkelder.
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Quotiéntenkenmerk

VI.2.8 Opmerking. Als in de bovenstaande stelling lim;_, Z—J > 0 is, dan
bestaat ook

en dus geldt Z;io a; is convergent dan en slechts dan als Z;io b; is convergent.

VI.2.9 Voorbeeld. Bekijk de reeks

oo

.4 .
Jht+4y
(%) ;].76+3j2 5

Ay g 1
= ﬁ en bj =jz Er geldt

. a;
lim - = 1.
Jj—o0 j

Aangezien > °C | & convergeert volgt dat de reeks in (*) ook convergeert. _mm

j=1j

VI.2.10 Voorbeeld. Bekijk de reeks Z 4 . We passen het Limietkenmerk

i
toe met a; = ﬁ en b; = 7. Er geldt
P
b; 1
lim -2 = lim j; =1
J—00 aj J— 00
Aangezien )77 b; divergent is volgt ook dat Y°7%, a; divergent is. _m

Het volgende kenmerk is handig voor veel reeksen.

VI.2.11 Stelling (Quotiéntenkenmerk). Laat E;‘io a; een reeks zijn. Neem aan
dat a; > 0 voor alle j € N voldoende groot en dat

. Aj41
lim 2 = [

Jj—o0 a]‘
bestaat.

(i) Als L < 1 dan is de reeks convergent.
(ii) Als L > 1 dan geldt niet lim a; = 0, en dus is de reeks divergent.
Jj—o0

Bewijs. (1): Kies r € R z6 dat L <r < 1. Kies N € N z6 dat “£2 < r voor alle
J

j > N. Er volgt dat aj;1 < ra; voor alle j > N. Hieruit zien we dat voor j > N

geldt

N

0<a; <raj_y <r?aj_o<...<ri Nay=r"Nay)ri.

N

Aangezien de reeks Z;io(r* ay)r? convergent is volgt uit het Majorantenken-

merk dat ook Z?io aj convergent is.

(2) : Zie Opgave [VI.2.11 [ |

VI1.2.12 Opmerking. Er bestaan zowel convergente als divergente reeksen met
L = 1. Bekijk maar eens E;’;l % Dit is een divergente reeks. Voor de termen
geldt
1/(j+1
i YU+

- =1.
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Decimaal-
ontwikkeling

Indien we de convergente reeks > - bekijken, dan geldt

312

fim YU+ 1)?

=1.
Jj—o0 1/]2

Het geval L = 1 moeten we dus altijd nauwkeuriger onderzoeken.

VI1.2.13 Voorbeeld. Bekijk Y°°° , ;1 (%) Dan geldt

1\
(j+ 1 (5)
lim

Jj—o0
()
Dus de reeks is convergent wegens het Quotiéntenkenmerk. ==

VI1.2.14 Voorbeeld. Bekijk Z;io % We passen het Quotiéntenkenmerk toe.

/(7 + 1)! j!
lim/(Ji—’_—):hm _J = lim —— =
Dus de reeks is convergentﬂ _

Ten slotte bespreken we de decimaalontwikkeling van een reéel getal. We beperken
ons tot het interval [0, 1]. Een getal zoals bijvoorbeeld & = 0.35673. .. is eigenlijk
niets anders dan een speciale reeks. We bedoelen hiermee namelijk niets anders

dan
3 5 6 7 3

xzz*w*w*w*w*
Algemener: als x = 0.a1a2a3 ... met a; € {0,1,2...,9} dan betekent dit
j
xTr = —.
2707

Uit het Majorantenkenmerk volgt dat de reeks convergent is. Inderdaad voor alle
j > 1 geldt dat
a; 1\J
0< L < 9(—)
— 109 — "\10/

J
en de reeks 2;0:1 9(1—10) is convergent. Bovendien geldt

a; ‘ 1 1
— E i E —
i 11() = (1()) 1()1—* !

Dus iedere decimaalontwikkeling stelt een reeél getal in [0, 1] voor. Omgekeerd
heeft ieder reeél getal x € [0,1] een decimaalontwikkeling. (zie Opgave [VI.2.16))
Deze is niet uniek. Zo is bijvoorbeeld

> 9
0.179999 ... =

1 o0
BRI ﬁE
i_'_ 7 n 9 1
10 © 10 1031 L

1 7 1

=—+4+-—+-— =0.18.
10+102+102 0.18

4Er geldt >0 ]l = e (zie Paragraaf ‘
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Opgaven

Als we afspreken dat we geen “staarten” van negens toestaan dan is de decimaal-

ontwikkeling wel uniek (zie Opgave [VI.2.16)).

. Geef met behulp van het Majorantenkenmerk, Voorbeelden [VI.1.4] en [VI.2.4] een

direct bewijs van het volgende

(a) Z]oo 1 %p is convergent als p > 2.

(b) X252, 4 57 is divergent als p < 1.

# 2. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn
o0 o0 . o0 ¥
1 j 27 +1
@ 2 mr O Lpty O Xy
Jj=0 Jj=2 j=1
# 3. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn
e 29k e n
i(j+1) k 2 3
0 YA o 0 St
j= j T 4 k=1 n=1 47?
4. Toon aan: als a; > 0 voor alle j > 0 en Z] 0 @j is convergent, dan is Z] 0 3
convergent.
5. Toon aan: als a; > 0 en (a;);>0 is dalend en Y77 a; is convergent, dan geldt
lim ja; = 0.
Jj—oo
6. Laat met een voorbeeld zien dat de eis dat (a;);>0 dalend is in Stelling
niet weggelaten kan worden.
7. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn
o0 (o] o0
2n n! nt
@ Y= 0 Yt @ S+
n=1 n=0 n=1
% 8. Bewijs de volgende sterkere versie van het Limietkenmerk{| Laat Z;io a; en

Z;io b; twee reeksen zijn. Neem aan dat a; > 0 en b; > 0 voor alle 7 € N en

datf] w
lim (sup —])

bestaat. Toon aan: als > 72 b; convergent is, dan is ook > 22 a; convergent.

. Laat a; =277 als j is even en 0 als j is oneven.

(a) Toon aan dat het Limietkenmerk met b; = 277 met j > 0 niet toegepast kan
worden op deze rij.

(b) Toon aan dat de sterkere versie van het Limietkenmerk uit Opgave [VI.2.8
wel toegepast kan worden. Wat geeft dit kenmerk voor informatie?
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*10.

11.

Wortelkenmerk 12.

13.

14.

* #£15.

*16.

. il
Onderzoek de convergentie van de reeks Y2 5

Bewijs Stelling[V1.2.11](2). Bewijs ook dat de reeks divergeert als lim G+l _

Jj—o0 aj

Laat Z;io a; een reeks zijn. Neem aan dat a; > 0 voor alle j > 0 voldoende
groot en
i 5= L
bestaat. Toon aan dat
(a) Als L <1 dan is de reeks convergent.
(b) Als L > 1 of lim;_,, /a; = 0o, dan is de reeks divergent.

(¢) Geef zowel een voorbeeld van een convergente en een divergente reeks met

L=1[

Definieer de rij (a;)j>0 door az; =277 en agjy1 = 377, met j > 0.
(a) Laat zien dat het Quotiéntenkenmerk niet kan worden toegepast op deze rij.

(b) Laat zien dat het Wortelkenmerk wel toegepast kan worden op deze rij. Wat
volgt er uit het Wortelkenmerk?

Laat Z;io a; een convergente reeks zijn met a; > 0 voor alle j > 0. Toon aan

dat -
sup{Zaj :FCNis eindig} = Zaj.
F j=0

Bepaal voor welke p > 0 geldt dat }°,~, ;s convergent is.

(a) Bewijs dat iedere = € [0,1) een decimaalontwikkeling heeft.

(b) Indien we geen “staarten” van negens toestaan, bewijs dat de decimaalont-
wikkeling voor elke = € [0,1) uniek is.

5 Analoge versterkingen van het Quotiéntenkenmerk en het Wortelkenmerk gelden ook.

6 lim sup is niets anders dan lim sup uit Opgave [[V.3.7]

"In dit geval kan dus net als bij het Limietkenmerk geen uitspraak gedaan worden.
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VI.3 Absolute convergentie

absoluut convergent

In deze paragraaf onderzoeken we reeksen waarvan de termen positief en negatief
mogen zijnﬂ We beginnen met een equivalente formulering voor convergentie van
reeksen.

VI1.3.1 Stelling. Voor een rij (a;);>0 zijn de volgende uitspraken equivalent:

(i) De reeks Z;io a; is convergent
(i) Vooriedere e > 0 bestaat ereen N € Nzé dat voor allem,n € Nmetm >n > N

geldt .
(%) ‘ 3 aj’ <e

j=n-+1

Bewijs. Zie Opgave [VI.3.1] [ |

VI.3.2 Definitie. Een reeks > 77 a; heet absoluut convergent als > 72 |a;l
convergent is.

VI1.3.3 Stelling. Als Z;io a; absoluut convergent is, dan is Z;io a; convergent.

Bovendien geldt dan
oo o0
| <X lal
j=0 j=0

Bewijs. We gebruiken Stelling Zij e > 0. Kies N € N z6 dat voor alle
m > n > N geldt dat Z;-n:nH la;| < e. Uit de driehoeksongelijkheid volgt dat
voor alle m >n > N geldt:

m m

‘ Z a;j| < Z laj] <e.

j=n+1 j=n+1

Nu volgt (weer uit Stelling [VI.3.1|) dat Z;’;O a; convergent is.
Aangezien voor alle n € N geldt dat ‘ > im0 aj‘ < > i—o laj| volgt de ongelijk-

heid in de stelling als we de limiet voor n naar oneindig nemen en de rekenregels
voor limieten gebruiken. |

VI.3.4 Opmerking. De omkering van Stelling [VI.3.3| geldt niet (zie Voorbeeld
VI1.3.8]).

Als we nu de convergentie van 2% a; willen onderzoeken, dan kunnen we de
volgende strategie proberen. Bekijk eerst Z;io la;|. Aangezien |a;| > 0 kunnen
we hierop de convergentie criteria van Paragraaf toepassen. Als nu blijkt
dat 3277 |a;| convergent is, dan volgt uit bovenstaande stelling dat ook »>°2 a;
convergent is.

De volgende opmerking is vaak handig om divergentie af te leiden.

VI.3.5 Opmerking. Zij (a;);>0 een reele rij. Als lim a4 = L bestaat en
- i=oo ag

L > 1, dan volgt uit het Quotiéntenkenmerk dat niet geldt lim |a;| = 0. Hieruit
j—o0

volgt ook dat niet geldt lim;_, a; = 0. Met Stelling |[VI.1.7| volgt dus dat Z aj
§=0

divergent is.

8De bewijzen die we geven kunnen ook gebruikt worden voor reeksen waarbij de termen
complexe getallen zijn.
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Alternerende
reeksen

alternerende
harmonische reeks

Kenmerk van
Leibniz

VI.3.6 Voorbeeld. De reeks >- 72 jad is voor alle z € R met |z| < 1 absoluut
convergent, en dus ook convergent. Inderdaad, met a; = j|z|/ volgt dat

. 1 1 Jj+1 ; 1
@1 _ o U1 i U+

lim = lim —r =2

j—oo  aj j—ro0 jal j—o0 J
Dus het Quotientenkenmerk geeft de convergentie voor alle |z| < 1. Merk op dat

de reeks niet convergent is als || > 1, omdat dan de termen niet naar nul gaan.
— .

VI1.3.7 Opmerking (Verwisselen van termen deel 1). Als een reeks absoluut
convergent is, dan is het toegestaan de elementen van de reeks in een andere
volgorde op te tellen zonder de som te veranderen. Dit bewijzen we in Opgave
V1.3.9

Zij (aj)j>o een rij getallen in R>o. Reeksen van de vorm
oo
Z(—l)]aj =ap—a; +as —as...
=0

Jj=

worden alterenerende reeksen genoemd.
Het volgende voorbeeld is een reeks die wel convergent is, maar niet absoluut
convergent.

VI1.3.8 Voorbeeld. Bekijk

= (—1) 1 1 1
1 oty
=0T
oo
Deze reeks is niet absoluut convergent want Z 1 is divergent. We onder-
—J
7=0

n .
—1)J
zoeken de convergentie met behulp van partiéle sommen. Laat s, = Z ( +)1
— J
7=0
voor n > 0. Zij x, = Son—1 voor n > 1 en y,, = Sa2, voor n > 0. Dan gelden de
volgende eigenschappen (zie Opgave [VI.3.4)):

(1) (@5)n>1 is stijgend.

(ii) (yn)n>o is dalend.

(iii) Voor alle n > 1 geldt x,, < ys.
)

(iv) lim y, —z, =0.
n— o0

Uit Stelling [IV.3.6| volgt nu dat (z,)n>0 €n (Yn)n>o beide convergeren naar het-
zelfde getal s. Maar dan geldt ook dat (s,)n>0 naar s convergeertﬂ _ =

Op een zelfde manier kun je de volgende stelling bewijzen:

VL.3.9 Stelling (Convergentie kenmerk van Leibniz). Laat (a;);>0 een rij reéle
getallen zijn z6 dat:

(1) aj > 0 voor alle j > 0.

(2) (a;);>0 is dalend.

(3) lim a; =0.
j—o0
9In Opgave [VI.3.8| wordt bewezen dat s = 1 — % + é — % ...=1In2.
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Opgaven

Dan is de reeks Z;’;O(—l)jaj =g — a1 + as — as ... convergent.

VI.3.10 Voorbeeld. Bekijk de reeks Z;il (_\%)j. Merk op dat de reeks niet

absoluut convergent is. De reeks is wel convergent wegens Stelling [VI.3.9] met
f’ met j > 1. — -

VI.3.11 Opmerking (Verwisselen van termen deel 2). Indien een reeks conver-
gent is maar niet absoluut convergent is het erg gevaarlijk om de volgorde van
sommatie te veranderen. Hierdoor kan de som namelijk veranderen. Dit illustre-
ren we aan de hand van de alternerende harmonische reeks. Stel eens dat we
termen mogen verwisselen. Dan kunnen we het volgende doen:

s=1-}+§-1+i-4
—0--1+G-D-+G-H- %
—i-ird-ith-k
—1-3+i-tri-bo)

~ s,

Hieruit volgt dat s = 0. Maar dat klopt niet want s > 1 —% = % Blijkbaar mogen
we dus geen termen verwisslen. Er is nog veel meer aan de hand: uit Riemann’s
rearrangement theorem (zie bijvoorbeeld wikipedia) volgt dat door de termen te
verwisselen in bovenstaande reeks, je ieder reéel getal kunt krijgen als uitkomst.

. Bewijs Stelling

Hint voor (ii) = (i): Gebruik de volledigheidsstelling voor de rij van partiéle
sommen.

. Onderzoek of de volgende reeksen absoluut convergent en/of convergent zijn:

S S G N W G S
Z J12 Z n (c) Zm (d) Zm(*

j=1 n=1 k=1 m=1

. Onderzoek voor welke x € R de volgende reeksen absoluut convergent en/of con-

vergent zijn

(a) > j%7 () Z% (c) Z

j=1 j=1 =

0 S

. Ga na dat de eigenschappen (i)-(iv) in Voorbeeld gelden.

. Bewijs Stelling Hint: Volg het argument in Voorbeeld

. Vervolg van Som |VL.3.5| Zij s, = Z( 1)7a; voor elke n > 0 en s = lim s,.

n— oo

=0

Laat zien dat |s — s,| < apt1-

. Laat met behulp van tegenvoorbeelden zien dat geen van de voorwaarden (1), (2)

of (3) weggelaten kan worden in Stelling [VI.3.9
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# 8. Beschouw de harmonische reeks Z;io (J_ﬂJ

(a) Toon aan dat voor elke n > 2 geldt dat

2n

1 1 1
= Lo e
Pl n+1 2n

waar (Zn)n>o de rij uit in Voorbeeld [VI.3.§]is.

(b) Bewijs dat 372 (j__aj =1In2.

F*# 9. Neem aan dat Z;io a; absoluut convergent is. Zij o : N — N een bijectie. Dan
geldt Z;io aq(5) is convergent e

Z a; = Z Ao (j5)-
j=0 j=0

10Het omgekeerde is ook waar: als de volgorde van sommeren niet uitmaakt, dan moet de
reeks absoluut convergent zijn.
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VI.4 De exponentiéle functie

In deze paragraaf bespreken we een connectie tussen de reek Zo.io ?—f en de
exponentiéle functie e* die we bestudeerd hebben in Paragrafen en
T\ "
Herinner dat ¢ = lim (1 + 7> voor x € R.
n

n—oo

VI.4.1 Stelling. Voor alle z € R geldt Z;io ";—J, is (absoluut) convergent en

o
=y
e = 7'

i=0 I

In het bijzonder geldt dus

Bewijs. Net als in Voorbeeld kan de convergentie worden aangetoond met
het Quotientenkenmerk. Inderdaad voor elke x € R geldt:
27/ G+D] e

lm —————— = lim ——— =
j—o00 ‘LL‘J/]'| j—ooo g+ 1

Dit bewijst de absolute convergentie van de reeks. De convergentie volgt dan uit

Stelling

Nu bewijzen we dat de som gelijk is aan e®. Zij x € R willekeurig. Definieer

n
n
sn:E x—' en tn:(l—&—f), n > 1.
jzoj. n

Verder definiéren we s = lim s, en t = lim ¢, = ¢e”.
n—oo n— oo

Bewering: Voor elke € > 0 geldt dat |s —t| <e.
Zij € > 0. Met behulp van het Binomium van Newton (Stelling |II.1.4]) vinden

we
" 2 n(n —1) 2? nn—1)---2-1z"
tn = =ttt
pard i) n? n 2! n n!
Er volgt

-1 2 -1)---2-1 2
oot < (1= PO DY nln =21y o
n? 2! nn" n!

< (1 n(n71)~~-2~(nfj+1)>@

_Z - ni gl

Zij N € N>j. Voor iedere n > N kunnen we bovenstaande som in twee stukken
splitsen:

n

s —tal < > (1_n(n—1)...(n_j+1))@

y|

Pt nJ 7!
Y n(n—1)---(n—j+ 1) |af
+JZ=;(1— — )7

I Hierbij spreken we af dat 00 = 1.
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e¢Q

Merk op dat voor de eerste term geldt:

n n

Z (1_n(n—1)-~-(n—j+1)>ﬂ§ Z @g i @

1l 1 !
j=N+1 J: j=N+1 J: j=N+1 J:

. oo J . .
Aangezien > 2" een convergente reeks is, kunnen we een N € N>; vinden
Jj=0 j! ’ =

zodat >Nt k;# < e. Voor n > N geldt dan

N . :

n(n—1)-+(n—j+ 1)y ol
'5n—tn|f,§;(1— m e
]:

Uit de rekenregels voor limieten volgt dat (merk op Z;VZQ is een eindige som)

N

. n(n—1)---(n—j+ 1)y |2
JLH;O;(“ o )
A n(n—1)---(n—j+1)\ |z
Z;,}Lngo(l— v )r) =0

Uit de rekenregels voor limieten concluderen we dat |s — t| < e en dit bewijst de
bewering.
Uit de bewering volgt direct dat s = ¢, en dit bewijst de stelling. |

VI1.4.2 Stelling. Het getal e is irrationaal: e ¢ Q

Bewijs. 7ij s, = > 4. Uit Stelling [VI.4.1|volgt dat voor elke n > 1 geldt

7=0 4!

=1 1, 1 1
O<emsn= zjjfzﬁ(m+n*Xn+nm+2f“”)

j=n+1
< 1( 1 n 1 n )
“nl\(n+1)  (n+1)2 '
De recks ﬁ + ﬁ N ﬁ is een meetkundige reeks en we
vinden da
I 1 11
O<e—s,<—5 —— =~
€ *n!kzzl(n—&—l)k nln

Stel dat e € Q. Aangezien e > 0 volgt dat e = % met p,q € N>;. Voor elke
n > 1 volgt dat

11
O<£—sn§—f ofwel O<n!<£—sn><
q nln q

1
= TL.
Er geldt n!s, € N en n!% € Nals n > q. Er volgt dat 0 < n!% —nls, € N voor
alle n > g. Maar dan volgt

P 1

1< —nls, < — wvoor alle n > gq.

3

Dit geeft een tegenspraak, dus e ¢ Q. [ |

12Uit de afschatting volgt ook dat s, heel snel naar e convergeert. Probeer maar eens n = 5.
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VI AFGELEIDE

VIl.1 Differentiéren

In het vorige hoofdstuk hebben we continuiteit gedefinieerd voor functies op wil-
lekeurige deelverzamelingen van R. In dit hoofdstuk, over differentieerbaarheid,
beperken we ons tot open deelverzamelingen van R. Herinner dat D C R open is
als er voor elke x € D een € > 0 bestaat z6 dat (z —e,2 + &) C D. Merk op dat
ieder punt uit een open verzameling een verdichtingpunt is (zie Opgave .

VII.1.1 Definitie. Laat D C R open, en f: D — R. Laat x¢o € D. Dan heet f
differentieerbaar in xo als de limiet []

lim f(zo +h) = f(xo)

h—0 h

bestaat. In dat geval noemen we deze limiet de afgeleide van f in x(, nota-
tie: f/(zo).
We noemen f differentieerbaar als f differentieerbaar is in ieder punt van D.

VII.1.2 Opmerking. Zij f : [a,b] — R een functie. De linkerafgeleide van f in
xo € (a,b] is gedefinieerd als

lim f(zo+h) = f(zo)
h10 h

indien de limiet bestaat en in dit geval noemen we f linksdifferentieerbaar in x.
De rechterafgeleide in zg € [a,b) is gedefinieerd als

lim flzo +h) — f(zo)
hl0 h

indien de limiet bestaat en in dit geval noemen we f rechtsdifferentieerbaar in .
VII1.1.3 Opmerking. Merk op dat
f(zo +h) — f(z0)

lim M = lim h .

T—To T — X9 h—0

Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van limiet.

IWe zijn hier slordig. Strikt genomen moeten we een functie definiéren (g: D \ {z0} — R,
z — (f(zo+h) — f(x0))/h, in dit geval) waarvan we de limiet nemen. In het vervolg maken we
geen opmerkingen meer over deze slordigheid. Merk wel op dat z¢ inderdaad een verdichtings-
punt van D \ {z¢} is (waarom?).
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Differentieerbare functies zijn automatisch continu.

VII.1.4 Stelling. Als D C R open is, zg € D, en f: D — R differentieerbaar is
in xg, dan is f continu in zq.

Bewijs. Dit volgt uit

lim (f(z) — f(zo)) = %ig})(f(xo +h) = f(xo)) = lim

T —To h—0

(f(xo +h})L— f (o) h)

= f'(z0) - 0=0.
|

Het omgekeerde geldt niet: de absolute waarde-functie f: R — R, f(z) = ||
is niet differentieerbaar in 0, zie Opgave

Eigenschappen van Voor het nemen van afgeleiden gelden de bekende rekenregels:

de afgeleide
VII.1.5 Stelling (Rekenregels voor afgeleiden). Laat f: (a,b) = Reng: (a,b) = R

twee functies zijn. Zij verder xq € (a,b) gegeven, en zij « een regel getal. Als fen g
beide differentieerbaar zijn in zy, bewijs dat dan geldt:

(i) « f is differentieerbaar in x¢ met afgeleide (af) (z0) = af’(zo).

(ii) f + g is differentieerbaar in xy met afgeleide (f + g)'(z0) = f'(z0) + ¢'(z0)-

(iii) fgis differentieerbaar in zo met afgeleide (fg)'(zo) = f(x0)g (z0)+ f'(x0)g(z0).

(iv) Als bovendien g(z) # 0 voor alle x € (a,b), dan geldt: 1/g is differentieerbaar in
het punt xg met afgeleide

G =t

Bewijs. Zie Opgave [VII.I.9 |

We gaan nu de kettingregel bewijzen, die zegt dat de samenstelling van twee
differentieerbare functies weer differentieerbaar is. Bovendien geeft de kettingregel
een formule voor de afgeleide van de samenstelling. We beginnen met handige
herformulering van de definitie van differentieerbaarheid.

lineariseren VII.1.6 Stelling (Lineariseren). Zij D C R open, f: D — R een functie, 29 € D
en L € R. De volgende beweringen zijn equivalent:

(i) f is differentieerbaar in het punt zg en f'(z) = L.
(i) eris een functie R, gedefinieerd op een open interval rond nul met %in}) R(h)/h=0
—

z6 dat voor elke x in dit open interval rond nul geldt dat
f(x) = f(xo) + L - (x — x0) + R(x — w0).

Bewijs. Neem aan dat f differentieerbaar is in xy € D met f/(z9) = L. Definieer
R als:

R(h) = f(zo+h) = f(x0) — Lh.

Ga zelf na dat R de gewenste eigenschappen heeft.
Omgekeerd, zij R zoals in (ii). Dan geldt

lim L@ M) = F(@0) _ ) (L+R(h)> -1,

h—0 h h—0

dus f is differentieerbaar in xp met afgeleide f'(z¢) = L. [ ]
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linearisering

Kettingregel

Inverse Functiestelling

We kunnen deze stelling als volgt interpreteren: rond het punt g is f(z) bij
benadering gelijk aan zijn linearisering

I(x) = f(wo) + f'(z0)(x — o),

waarbij de foutterm voldoet aan lim R(x — zg)/(z — zo) = 0.
T—To

VII.1.7 Stelling (Kettingregel). Laat D, D2 open deelverzamelingen van R zijn,
f: D1 = Ren g: Dy — R, en neem aan dat f[D1] C Dy. Laat zp € D; en neem
aan dat f differentieerbaar is in zy en dat g differentieerbaar is in yo = f(xo). Dan
is ook de samengestelde functie g o f: D1 — R differentieerbaar in g, en er geldt

(g0 f) (z0) = ¢ (f(20)) - ' (w0).

Bewijs. Volgens Stelling [VIL.1.6] bestaan er functies Ry en Ry met de eigenschap

%%Rl(h)/h = %{)I})Rg(k)/k =0 z6 dat

f(xo +h) = f(zo) + f'(xo)h + Ri(h),

9(yo + k) = g(y0) + ¢’ (vo)k + Ra(k)

voor alle h, k in een open interval rond nul. Dan geldt

(go f)(@o+h)=g(f(zo+h) =g(yo+ f (zo)h + Ri(h))
= g(yo) + g (o) f'(mo)h + ¢’ (yo) R1 (k) + Rz (f'(xo)h + Ri(h))
=go f(zo) + 9 (yo)f (xo)h + R3(h),

waarbij R3(h) = ¢'(yo)R1(h) + Ra(f'(zo)h + Ry1(h)). Het is eenvoudig om zien
dat }?H%) R3(h)/h = 0. Uit Stelling [VII.1.6| volgt nu dat g o f differentieerbaar is
—

in zo met afgeleide g’ (f (o)) f'(x0)- ]

De volgende stelling is een uitbreiding van Stelling en geeft onder be-
paalde voorwaarden de differentieerbaarheid van de inverse functie.

VII.1.8 Stelling (Inverse Functiestelling, differentieerbare versie).

Laat J = [a, b] een interval zijn, en f : J — R een strikt stijgende functie. Definieer
I = f(J). Danis f : J — I een bijectie, en de inverse functie f~! : I — J is strikt
stijgend an continu. Zij 2o € (a,b). Als f differentieerbaar is in ¢ met f'(xo) # 0,
dan is de inverse functie f=1: [f(a), f(b)] — |a,b] differentieerbaar in yo = f(z0)

met afgeleide:
1

(F7) (o) = F(wo)

Bewijs. Neem een 1ij (yn)n>1 in [f(a), f(b)] z6 dat lim y, = yo en y,, # yo voor
- n—oo
allen > 1. Noem z,, = f~*(y,). Danis x,, # x¢ voor allen > 1, en lim z,, = o,

n—oo
want ! is continu. Nu is

lim f_l(yn) - f_l(y0) — lim Tp — T _ 1

=00 Yn — Yo n—oo f(zn) — f(zo)  f'(x0)
Uit Stelling volgt dat

lim = ;
=0 Y — Yo f' (o)
dus f~' is differentieerbaar in 3y en (f‘l)'(yo) = f,(lmo). [ |
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VIIL.1.9 Opmerking. (i) Als f~! differentieerbaar is in yo = f(z0) dan volgt uit
de kettingregel:

1= (f"o f) (zo) = FV (f(wo)) - (o).

De formule voor ( f _1)/(y0) is dus duidelijk maar dat f~! differentieerbaaar
is in yo = f(xo) moet apart bewezen worden.

(ii) Beschouw de functie f : [~1,1] — [~1,1] gegeven door f(z) = x3. Dan geldt
dat f is strikt stijgend. Echter f/(0) = 0, en dus f~! is niet differentieerbaar
in 0. De voorwaarde f'(zp) # 0 in Stelling mag dus niet worden
weggelaten.

(iii) Stelling geldt ook voor andere soorten van intervallen (oneindig, open,
halfopen, etc), zolang xg maar niet op de rand van het interval J gekozen
wordt.

VIIL.1.10 Voorbeeld. Voor n > 1 bekijken we de functie f: [0,00) — [0, 00) met
voorschrift f(z) = z™. Deze functie is inverteerbaar met inverse g(z) = /z. In
Voorbeeld hebben we bewezen dat g continu is. We tonen hier aan dat g
ook differentieerbaar is.

Laat yo € (0,00) en zij 29 = g(y0) = /0. Dan geldt

f(zo) =nxl ™t £0.

Uit de differentieerbare versie van de Inverse Functiestelling volgt nu dat g diffe-
rentieerbaar is in het punt yg, met afgeleide

1 1 1 1.4
g (o) =g'(x) = —=x = =—y5 .
ny n ¥yt

Opgaven

1. Toon aan met behulp van de definitie van afgeleide:
(a) De functie f: R — R, f(z) = =z is differentieerbaar op R, met afgeleide

@) =1
(b) De functie f: R — R, f(z) = 22 is differentieerbaar op R, met afgeleide
f(z) = 2a.

# 2. 7Zijn > 1 een geheel getal. Toon aan dat de functie f(z) = z™ differentieerbaar
is op R, met afgeleide f'(r) = na" 1. Aanwijzing: Gebruik volledige inductie, of
de binomiaalformule van Newton, of iets anders.

# 3. Welke van de volgende functies f: D — R zijn differentieerbaar op hun domein D?
(a) f(z)=lz, D=R
(b) f(z) =lz|, D =R\{0}

# 4. Ga na dat de volgende functies f: (0,00) — R differentieerbaar zijn en bepaal
hun afgeleiden:

(a) flz)=V1+z
b) fx)=v1+VIta

(c) f(l’):\/1+\/1+\/1+.’£
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& 5.

# 9.

10.

11.

12.

13.

#14.

Ga na welke van de volgende functies f: R — R differentieerbaar zijn in 0. Bepaal
indien mogelijk f’(0).

. Toon aan dat f : R — R gegeven door f(z) = |z|, links- en rechtsdifferentieerbaar

is in 0.

. Bewijs: f: (a,b) — R is differentieerbaar in een ¢ € (a,b) dan en slechts dan als

de linker- en rechterafgeleiden van f in ¢ bestaan en aan elkaar gelijk zijn.

. Voor welke a € R is de functie f: R — R,

fa) = 2 +3 als z>1
T a(@®+5) als z<1

differentieerbaar?

Bewijs Stelling

Zij f:(0,2) — (2,14) gegeven door f(x) = 2® + x? + 2. Toon aan dat f inver-
teerbaar is en bereken (f~1)(4).

Zij f: (0,3) — R gegeven door f(r) = 2° + 322 — 2.

(a) Vind a,b € R z6 dat f[(0,3)] = (a,b), en laat zien dat f: (0,3) — (a,b)
inverteerbaar is.

(b) Bereken (f~1)'(2).

(c) Bereken (f~1)'(—39/32).

Ga na welke van de volgende functies f: V — W een inverse f~!: W — V heeft,
en of deze inverse continu en/of differentieebaar is.

(a) f: R — Rmet f(z) = 2>

(b) f:[0,00) = R met f(z)= =2

() f:R—1[0,00) met f(z)=a?

(d) f:1]0,00) = [0,00) met f(z)= x>

Vind met behulp van de Inverse Functiestelling (controleer ook dat aan alle voor-
waarden voldaan is):

(a) (arcsinz)’;
(b) (arccosz)’;
(¢) (arctanz)’.

We geven een voldoende voorwaarde dat een functie met continue afgeleide inver-

teerbaar is.

(a) Neem aan dat f: (a,b) — R een differentieerbare functie is z6 dat f’ continu
is op (a,b) en f’'(¢) # 0 voor een ¢ € (a,b). Laat zien dat er een deelinterval
van (a,b) bestaat waarop f inverteerbaar is.

(b) Beschouw de functie f: R — R gedefinieerd door

r+2x%sint, x#0,

0, z = 0.

Ga na dat f differentieerbaar is met f’(0) # 0 maar dat f op geen open
interval rond 0 inverteerbaar is. (Merk op dat f’ niet continu is in 0; de
voorwaarde ‘continu differentieerbaar’ in (a) kunnen we dus niet weglaten.)
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VIl.2  De Middelwaardestelling

Stelling van Rolle

Middelwaardestelling

Van het vwo weten we dat een differentieerbare functie f: (a,b) — R stijgend is
dan en slechts dan als de afgeleide niet-negatief is: f’(x) > 0 voor alle = € (a, b).
Deze paragraaf besteden we aan het precieze bewijs van deze stelling.

VII.2.1 Stelling. Laat a,b € R met a < b. Als f: (a,b) — R een stijgende
differentieerbare functie is, dan is f’(x) > 0 voor alle z € (a, b).

Bewijs. Laat z € (a,b). Dan geldt

@+ h)— f(x)

/

= >

(@) = Jim, h >0

waar we gebruiken dat f(z + h) — f(x) > 0 wanneer h > 0. [ |

De omkering is lastiger te bewijzen. We beginnen met een hulpresultaat.

VII.2.2 Stelling. Laat a,b € R met a < b. Neem aan dat de functie f: [a,b] = R
een maximum of een minimum aanneemt in een punt zg € (a,b). Als f differentieer-
baar is in xg, dan geldt f'(zq) = 0.

Bewijs. Neem aan dat f in g een maximum aanneemt (het geval dat f in 2y een
minimum aanneemt gaat analoog). Dan geldt

fwo +h) = f(x0)
h

>0 omdat f(xg+ h) < f(xo) voor h <0, en

f(xo + h}z — f(m()) < 0 omdat f(xo + h) < f({L’()) voor h > 0

Het volgende resultaat staat bekend als de Stelling van Rolle (M. ROLLE).

VII.2.3 Stelling (Rolle, 1691). Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R een
continue functie die differentieerbaar is op (a,b). Als f(a) = f(b) = 0, dan bestaat
ereen £ € (a,b) met f/'(£) = 0.

Bewijs. Volgens Stelling neemt f op het interval [a,b] een minimum en een
maximum aan, er bestaan dus &y € [a,b] en & € [a,b] met f(&) < f(z) < f(&)
voor alle x € [a, b)].

Als f(&) # 0, dan, vanwege f(a) = f(b) = 0, geldt & € (a,b). Uit Stel-
ling volgt dan dat f’(£1) = 0 en kunnen we £ = & nemen. Net zo, als
f(&) # 0, dan volgt dat & € (a,b), dat f'(£r) = 0 en kunnen we £ = £y nemen.
In het overgebleven geval is (&) = f(&1) = 0. Maar dan is f constant 0 is. In
het bijzonder is ook f’ constant 0 op (a,b) en voldoet iedere € € (a, b). [ |

Uit de Stelling van Rolle leiden we het volgende resultaat af.

VII.2.4 Stelling (Middelwaardestelling). Laat a,b € Rmeta < b. Zij f: [a,b] = R
een continue functie die differentieerbaar is op (a,b). Dan bestaat er een £ € (a,b)

waarvoor geldt
fb) = f(a)

e ===
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Middelwaarde-
ongelijkheid

Bewijs. Beschouw de functie F': [a,b] — R gegeven door:

—W(:r—a), x € [a,b].

Deze functie is continu op [a, b] en differentieerbaar op (a,b), met afgeleide

f(b) = f(a)

Fl(z) = f(z) — . x € (a,b).
Bovendien geldt F(a) = F(b) = 0. Volgens de stelling van Rolle is er dus een

€ € (a,b) met F'(§) = 0. Dit betekent dat
£(6) ~ fla)

—a

0=F'(&)=[()-
n

De Middelwaardestelling heeft een aantal belangrijke gevolgen, waaronder de

omkering van Stelling

VII.2.5 Stelling. Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R een continue functie
die differentieerbaar is op (a, ).

(i) Als f'(z) = 0 voor alle x € (a,b), dan is f stijgend op [a, b].
(ii) Als f’(x) > 0 voor alle z € (a,b), dan is f strikt stijgend op [a, b].
(iii) Als f'(x) =0 voor alle z € (a,b), dan is f constant op [a, b].

Bewijs. Opgave [VIL.2.7] [ |

Deze stelling is minder triviaal dan men misschien op het eerste gezicht geneigd
is te denken! De volledigheid van R speelt hier een cruciale rol.

VII.2.6 Gevolg (Middelwaardeongelijkheid). Laat a en b in R zijn, met a < b.
Zij f: [a,b] — R continu, en differentieerbaar op (a,b). Laat C' € R en neem aan
dat

voor alle z € (a,b) :  |f'(z)| < C.

Dan geldt
voor alle z,y € [a,b] : ff(y) - f(:c)| < Cly — z|.

Bewijs. Laat x,y € [a,b]. Als z = y, dan is de uitspraak duidelijk waar. Ook
is de uitspraak symmetrisch in 2 en y. We mogen (en zullen) dus aannemen dat
x < y. Door de Middelwaardestelling toe te passen op het interval [z,y] vinden
we een £ € (z,y) waarvoor

y—x
Maar we weten dat |f/(§)] < C, zodat

y—x ly — x|

Deze ongelijkheid heeft de volgende fysische interpretatie: wie in het tijdsinter-
val [z, y] niet harder rijdt dan C km/u legt in dit tijdsinterval hoogstens C|y — x|
km af.
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Opgaven

1. Agent A ziet op de snelweg een Porsche voorbijrijden met snelheid 90 km/u. Hij
vertrouwt de zaak niet en belt voor de zekerheid zijn collega B, die 10 km verderop
staat. Deze ziet de Porsche precies 6 minuten later voorbij komen, wederom met
90 km/u. De maximumsnelheid is 100 km/u. Kan Agent B bewijzen dat de
Porsche harder dan 100 km/u gereden heeft?

2. Wat zal een goede rechter van Agent B’s argument zeggen? Is er een ¢ > 0
waarvoor Agent B kan bewijzen dat de Porsche harder dan 100+ & km/u gereden
heeft?

#1 3. Bewijs dat de vergelijking 27 4+ 2° 4+ 2% 4+ 1 = 0 precies één reéle oplossing heeft.

# 4. 7ij N > 2 een gegeven geheel getal. Laat a,b € R met a < b, en zij f: [a,b] > R
een differentieerbare functie met N verschillende nulpunten. Toon aan dat de
afgeleide f: [a,b] — R tenminste N — 1 verschillende nulpunten heeft.

5. (a) Zij a,b € R met a < b, en f: (a,b) — R differenticerbaar met begrensde
afgeleide. Toon aan dat f uniform continu is.

(b) Laat zien dat een differentieerbare en uniform continue functie f: (0,1) - R
geen begrensde afgeleide hoeft te hebben.

# 6. Laat Le Ren f:(—1,1) — R voldoen aan:
1. f is continu.
2. f is differentieerbaar op (—1,1) \ {0}.
3.

. 12 _
lim f'(z) = L.
Bewijs dat f ook differentieerbaar is in 0, en dat f/(0) = L.
# 7. Bewijs Stelling [VIL.2.5
8. Zij n € N met n > 2. Toon aan dat voor alle y > = > 0 geldt dat

1
xw L

Yy — V< (y— ).
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VII.3 De exponentiéle functie

In deze paragraaf bewijzen we de differentieerbaarheid van de e-macht en tonen
aan dat (e”) = e”. Ook bewijzen we dat (Inz) = 1.

VII.3.1 Stelling. De functie f : R — (0,00) gegeven door f(z) = e* is differenti-
eerbaar en f’(z) = e® voor alle z € R.

T J—
= 1. Hiervoor vinden we

Bewijs. We bewijzen de volgende bewering: lirrb ¢
xT—r T

eerst een goede afschatting van e* —1 —z. Stelling |VI.4.1{zegt dat e* = Z;io ?—],
Hieruit volgt dat voor alle z € [—1, 1] geldt

o
i
‘61_1_$|:‘Zﬁ‘

i \xlj'
=2
0o

1. 22
Zj '

Zij € > 0. Kies § = min{e/(e — 2),1}. Uit het bovenstaande vinden we dat voor
alle x € R met 0 < |z| < & geldt

-
I|
)

IA
'Mgﬁ

\ /\

et —1
T

e””—l—:n‘S (e —2)a?

]

—1\: = (e—2)|z| < (e —2)d < &.

X

Dit bewijst de bewering.
Nu kunnen we bewijzen dat f differentieerbaar is en f'(x) = e”. Zij zp € R
willekeurig. Uit de bewering en e*T¥ = e%e¥ volgt dat

20+ h)— flz groth _ o el —1
lim [0+ 1) — f(xo) = lim =" lim = "0,
h—0 h h—0 h h—0
Hieruit volgt f is differentieerbaar in o en f/(zg) = e*°. |

VII.3.2 Stelling. De functie g : (0,00) — R gegeven door g(x) = Inx is differen-
tieerbaar en ¢/(z) = 2 voor alle z € R.

Bewijs. Merk op: ¢ is de inverse van de functie f uit Stelling [VIL.3.1} Zij
Yo € (0,00) willekeurig. Kies zg € R 26 dat f(xzg) = €® = yo. Aangezien
(o) = e®® =y # 0 volgt uit de Inverse Functiestelling [VIL.1.8| dat

g/(yO) = f/(xO) =

Opgaven

1. Zij a € R. Laat f : (0,00) — (0,00) gedefinieerd zijn door f(z) = x®. Toon aan
dat f'(x) = ax®~! voor alle x € (0, 0).
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2. Zij a > 0. Laat f : R — R gedefinieerd zijn door f(z) = a®. Toon aan dat f
differentieerbaar is en f’(x) = In(a)a® voor alle z € R.

3. Laat f: (0,00) — R gedefinieerd zijn door f(z) = z®. Toon aan dat f differenti-
eerbaar is en bereken f’(x) voor alle z € (0, c0).

differentiaal- 4. Zij a € R een constante.

vergelijking (a) Toon aan dat de functie y : R — R gegeven door y(z) = e voldoet aan

y'(x) = ay(x) voor elke z € R en y(0) = 1.
(b) Toon aan dat als een differentieerbare functie y : R — R voldoet aan y'(z) = ay(z)
voor elke z € R en y(0) = 1, dan geldt y(z) = e*® voor alle z € R.
Hint: Beschouw de functie g : R — R door g(z) = e~ **y(z), en laat zien dat
g constant is.

1
5. Bereken de volgende limiet lim ne
z—=1lx —1

6. Laat zien dat lim n({/z —1) = Inx.

n—oo

7. Definieer de functies cosh : R — R en sinh : R — R door

—e T T —x
sinh(z) = £7° cosh(z) = %,

5 z cR.
Laat zien dat (sinh(x))’ = cosh(z) en (cosh(x))’ = sinh(x).

% 8. Definieer de functie f : R — R door

f(x) :{ eXp(* %), voor z > 0,

0, voor x < 0.

(a) Toon aan dat f differentieerbaar is op R\ {0} en bereken zijn afgeleide.
(b) Toon aan dat f differentieerbaar is in 0 en bereken zijn afgeleide.

Hint: Gebruik Opgave

(¢) Toon aan dat f’ differentieerbaar is en bereken zijn afgeleide.

(d) Toon aan dat f oneindig vaak differentieerbaar isE| Wat is de n-de afgeleide
in0?

2Dit betekent f” = (f')" is differentieerbaar, f”/ = (f")’ is differentieebaar, etc.
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\All RIEMANN-INTEGRAAL

Oppervlakten spelen al duizenden jaren een belangrijke rol in de maatschappij.
Er zijn veel methoden ontwikkeld om oppervlakten uit te rekenen. Enkele eeuwen
geleden is gebleken dat de integratie-theorie een krachtige tool is om oppervlakten
te bepalen. In de 17e eeuw is het begin van de integratie-theorie ontdekt door
Newton en Leibniz. Een precieze wiskundige theorie is pas veel later geformu-
leerd door Riemann in de 19e eeuw. In dit hoofdstuk zullen we een variant van
Riemann’s theorie uit leggenE] Het zal blijken dat de resultaten in dit hoofdstuk
gebruik maken van bijna alle technieken uit de andere hoofdstukken. Aan het
begin van de 20e eeuw is een nog krachtigere integraal ontwikkeld door Lebesgue.
Deze speelt inmiddels een centrale rol in de moderne wiskunde, maar maakt geen
deel uit van dit vak [

VIIl.1 Definitie en criteria voor Riemann-integreerbaarheid

Laat D C R. Een functie f: D — R is begrensd als er een M > 0 is z6 dat
| f(x)| < M voor alle z € D.
Om de Riemann-integraal te definiéren hebben we een aantal begrippen nodig.

partities VIII.1.1 Definitie. Laat a,b € R met a < b. Een partitie van het interval [a, b] is
een eindige verzameling P = {zg, 1, ...,%,} punten uit [a,b] met de eigenschap
data =xp <1 <--- < ax, =b. Als P; en P, partities van [a, b] zijn dan noemen
we Py fijner dan Py als P; C Ps.

VIIIL.1.2 Opmerking.

(i) Het woord partitie (verdeling) duidt aan dat we, met behulp van de punten
van P, het interval [a, b] in deelintervallen verdelen. Als a = b dan is er precies
één partitie van [a, b], te weten a = x¢ = b.

(ii) Als P, fijner is dan P; betekent dit dat elk intervalletje uit de verdeling P;
door P, verder wordt verdeeld.

(iii) Als P, en P, partities van [a,b] zijn, dan krijgen we een nieuwe partitie P
door P; en P samen te voegen: P = P; U P,. Merk op dat deze partitie P
een verfijning is van zowel P; als Ps.

IEigenlijk presenteren we hier een integraal die equivalent aan de Riemann-integraal is, en
bekend staat onder de naam Darboux integraal.

2Een uitgebreidere geschiedenis van integratie-theorie is te vinden op wikipedia onder de
naam Integral.
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Boven- en
ondersommen

Laat f : [a,b] — R een functie zijn en a < ¢ < d < b. In de volgende definitie
gebruiken we de verkorte notaties

sup f(x) =sup{f(z):c<xz<d}, en inf f(z)=inf{f(x):c<z <d}.
z€[c,d] z€|e,d]

VIII.1.3 Definitie. Laat a,b € R met a < b en neem aan dat f: [a,b] — R een
begrensde functie is. Zij P = {xo,...,x,} een partitie van [a,b]. Voori=1,...,n
definiéren we

M;= sup f(z), my= _inf f(x), en Aj=uz; —xi_1.

TE€[Ti—1,xi] TE[Ti—1,%4)

De bovensom U(P, ) is gedefinieerd door

n

UP,f) =) MA;

i=1

en de ondersom L(P, f) is gedefinieerd door
L(P, f) = miA,.
i=1

VIII.1.4 Voorbeeld. De functie f: [0,1] — R gegeven door f(z) = sin(z?) is
begrensd op het gesloten en begrensd interval [0, 1]; de Riemann-sommen voor f
zijn dus gedefinieerd. In Figuur[8:I]zien we de boven- en ondersom voor de partitie
P =1{0,1/5,2/5,3/5,4/5,1}.

y-as y-as

0 1/5 2/5 3/5 4/5 1a-as o 1/5 2/5 3/5 4/5 1a-as

Figuur 8.1: Boven- en ondersom van fol sin(x?) dw
— .

VIII.1.5 Opmerking. Uit bovenstaande voorbeeld is duidelijk dat zodra de par-
titie fijner wordt de onder- en bovensommen een betere benadering geven van de
oppervlakte tussen de grafiek van f en de lijnen x = 1 en y = 0. Elk van de bo-
vensommen is een bovengrens van deze oppervlakte, en elk van de ondersommen
is een ondergrens van deze oppervlakte. Wat de oppervlakte precies is, zullen we

pas aangeven in Definitie

In het volgende lemma bewijzen we enkele elementaire eigenschappen van
boven- en ondersommen.

VIIL.1.6 Lemma. Zij f : [a,b] — R een begrensde functie en laat

M= sup f(z) en m= inf f(z).
z€la,b] z€lab]
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(i) Als P een partitie van [a, D] is, dan geldt
m(b—a) < L(P, f) <U(P, f) < M(b—a).
(i) Laat P en Q partities van [a, b] zijn z6 dat P C @, dan geldt
L(P,f) < L@, f) en U@ [f)<UP).
(iii) Als P en Q partities van [a, b] zijn, dan geldt
L(P,f) < UQ. f).
Bewsijs.
(i): Laat P = {zo,...,x,}. Aangezien m; < M; volgt dat
L(P, f) = imiAi < iMiAi =U(P, f).
i=1 i=1

Omdat M; < M volgt ook dat U(P, f) < Y7 | MA; = M (b — a). Analoog zien
we dat L(P, f) > m(b — a).

(ii): Laat P = {zg,...,zn}. Neem eerst aan dat ¢ één punt meer heeft
dan P, dus @ = PU {y} met x4—1 < y < xp voor een 1 < k < n. Laat
M;= sup f(z)en A; = (x; —x;—1) voori=1,...,n. Er geldt

r€[wi_1,24)

n

U(P, f) = Z M;A;, en

i=1
U@, f) = Z M;A; +  sup  f(x)-(y —xp—1) + sup f(z)- (xpx —y).
i=1,i#k z€[rr—1,Y] z€[y, ]

Om U(Q, f) < U(P, f) te bewijzen, voldoet het te laten zien dat
sup  f(x) (y—zr-1)+ sup [f(2)- (2 —y) < MipAy,

T€[Tk—1,Y] z€[y,z]
Dit laatste volgt direct uit
sup f(z) < Mp en sup f(z) < M.

r€[TK—1,Y] z€[y,xk]

Als @ een willekeurige partitie is die fijner dan P is, dan kunnen we Q1, Q2, ..., Qm

vinden z6 dat Q; = PU{y1,...,y;} voor j =1,...,m, en @, = Q. Uit het bo-
venstaande volgt dan dat

U(Q,[)=U@n f) SUQm-1,f) <...<U(Q1 f) <UL ).

Analoog kun je aantonen dat L(Q, f) > L(P, f) (zie Opgave [VIIL.1.1)).
(iii): Laat P en @ willekeurige partities van [a,b] zijn. Definieer R = P U Q.
Dan geldt R is fijner dan P en Q. Uit (i) en (ii) volgt dat

L(P, f) < L(R, f) SU(R, f) <U(Q, f).
|

boven- en VIIL.1.7 Definitie. Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R begrensd. De
onderintegraal bovenintegraal van f over [a,b] is gedefinieerd door

b
/ f(x)dx =inf{U(P, f) : P is een partitie van [a,b] }.
De onderintegraal van f over [a,b] is gedefinieerd door

b
/ f(z)dx =sup{L(P, f) : P is een partitie van [a,b]}.
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Riemann-integraal

criterium

VIII.1.8 Opmerking. Zij a < ben f : [a,b] = R een begrensde functie. Merk
op dat uit Lemma en de definitie van het infimum en supremum volgt
dat

b b
m(b—a)g/f(x)dxg/f(z)deM(b—a).

Het bewijs van de middelste ongelijkheid gaat als volgt. Zij ) een partitie van
[a,b]. Uit Lemma [VIII.1.6| (iii) volgt dat voor alle partities P van [a,b] geldt dat
L(P, f)<U(Q,f) en dus

b
/ f(@)de < U(Q, ).

Aangezien @) willekeurig is, volgt dat bovenstaande ongelijkheid voor alle partities

Q@ geldt, en dus volgt o
b b
/ fx)dz < / f(z)dx.

VIII.1.9 Definitie. Laat a,b € R met a < b. Een functie f : [a,b] — R heet
Riemann-integreerbaar op [a,b] als f begrensd is en

/abf(x)dx:/abf(x)dx.

In dit geval noemen we dit getal de Riemann-integraal van f over [a,b].

Notatie . — )
/af(x)dm:/af(x)dx:/af(x)dm.

Als a < ¢ < d < b dan zeggen we dat f Riemann-integreerbaar is op [c, d] als
flic,q) Riemann-integreerbaar is op [c, d].

VIII.1.10 Opmerking. Onder de aannames van de bovenstaande definitie is het
vaak handig ook fba f(z) dx te definiéren. We spreken daarom af:

/baf(x)dx:—/abf(a:)dx.

Er geldt [ f(z)dz = 0 (zie Opgave |VIII.1.3).

Met de volgende stelling kun je de Riemann-integreerbaarheid van een functie
f controleren.

VIII.1.11 Stelling (Criterium voor Riemann-integreerbaarheid). Laat a,b € R
met a < b. Laat f: [a,b] — R een begrensde functie zijn. De volgende uitspraken
zijn equivalent:

(1) f is Riemann-integreerbaar op [a, b].

(2) Voor iedere € > 0 is er een partitie P van [a,b] z6 dat U(P, f) — L(P, f) < e.

(3) Er zijn partities Py, P1,... van [a,b] met lim U(P,, f) — L(P,, f) = 0.
n—oo

In geval (3) geldt dat de rijen (U(P,, f))n>0 en (L(P,, f))n>0 convergent zijn en

b
/ f(@)de = lim U(Py, f) = lim L(Py. f). (VIIL1)
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Bewijs. (1) = (2): Neem aan dat (1) geldt. Zij e > 0. Kies P en @ z6 dat

b b
waﬂs/fwM%genu@nz/ﬂmW—g

Neem R = P U Q. Met Lemma [VIIL1.6] (ii) volgt dat
UR, f) - LR, f) SU(P, f) - L(Q, f)

</abf(x)d:c+;— (/abf(x)da:—;> =e.

(2) = (3): Dit volgt door in (2) ¢ gelijk aan 1, 1/2, 1/3, etc. te nemen en de
bijbehorende partities Py, P;, P», etc. te noemen.

(3) = (1): Neem aan dat (3) geldt en noem s = li_>m U(Pp, f) = li_>m L(P,, f).
Merk op dat

T b b
[ f@)de < int UR ) <5 < s LPw ) < [ o) d

n>1

Uit Opmerking volgt nu dat

/abf(x) dx —/“bf(x) dzx = s.

Hieruit volgt dat f Riemann integreerbaar is en dat (VIII.1)) geldt. |

VIII.1.12 Voorbeeld. We bewijzen dat fol xdx = 1/2 met behulp van Stelling
VIII.1.11} Zij f(z) = = en beschouw voor elke n > 1 de partitie

1 2 n—1
P,={0,—,—..., ,1
{ n'mn n }
van [0, 1]. Dan geldt
L(P f)—0+1 1, 21, n-l 1_%(7171)71_1(1 1)
s nn non n n_ n?2 ) n
en .
1 1 21 1 sn(n+1 1 1
U(Pn,f):*'*-l—*'*-i-"'-‘rﬁ'*ZLQ)Z*(l-l-*).
nn nn n n n 2 n
We vinden dat 1
lim U(P,, f) — L(P,, f) = lim — =0.
n—oo n—oo n

Dus uit Stelling [VIII.1.11| volgt dat f Riemann-integreerbaar is op [0, 1] en

1
/ xdr = lim U(P,, f) =1/2.
0 n—roo

Ook kunnen we nu de volgende belangrijke stelling bewijzen.

VIIIL.1.13 Stelling. Als f : [a,b] — R continu is, dan is f Riemann-integreerbaar
op [a,b)].
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Bewijs. Merk eerst op dat uit Propositie volgt dat f begrensd is. Zij € > 0
willekeurig. Uit Stelling volgt dat f uniform continu is. Kies § > 0 z6 dat
voor alle z,y € [a,b] met |z — y| < & geldt dat |f(z) — f(y)] < /(b — a). Kies
n € N\ {0} zo groot dat =2 < 4.

Neem z; = a + @ en A; = b*Ta voor i = 0,...,n, en P = {xg,...,Tpn}.
Definieer voor elke t = 1,...,n
m; = inf f(z) en M;= sup f(y).
rE[wio1,mi] yE[Ti—1,7:]

Voor elke i = 1,...,n geldt
Mi—mi=( sw @)~ ( _if @)

yE[r;_1,2;] Ti—1,2i]

= sup (f(y)— fla)) <

T, YE[Ti—1,74] b—a

Hieruit volgt

n

UP.f) = L(P,f) = Y (M =m)A € 3 oA =,

i1 i1
De Riemann-integreerbaarheid volgt nu uit Stelling [ |

VIIIL.1.14 Opmerking. Er zijn ook niet-continue functies die Riemann-integreer-
baar zijn (zie Opgaven [VIII.1.12} [VIIL.2.6|en [VIII.1.14]).

Het volgende voorbeeld laat zien dat er begrensde functies bestaan die niet
Riemann-integreerbaar zijn; zulke functies moeten noodzakelijk in oneindig veel

punten niet continu zijn (zie Opgave [VIII.2.6)).

niet integreerbare VIII.1.15 Voorbeeld. Beschouw f: [0,1] — R gedefinieerd door
functie 0 al B\ O
als €
fz) =
1 als z€Q.

Zij P een partitie. Er geldt dat U(P, f) = 1, omdat tussen elk paar verschillende
reéle getallen een rationaal getal ligt. Er geldt L(P, f) = 0, omdat tussen elk paar
verschillende reéle getallen een irrationaal getal ligt. Hieruit volgt

/Olf(x)dx:() en /Olf(x)dmzl,

en dus is de functie niet Riemann-integreerbaar op [0, 1]. -

Opgaven

1. Zij f : [a,b] — R een begrensde functie. Laat P en @ partities zijn z6 dat P C Q.
Toon aan dat L(P, f) < L(Q, f) (zie Lemma [VIII.1.6).

2. Laat f : [a,b] — R een begrensde functie zijn. Zij P = {xo,...,%,} een partitie
en A; =x; —x;_1 voor i =1,...,n. Toon aan dat

n

UP f)=LP,f)=> A sup  (f(x)—f(y)).

i=1 z,YE€[Ti—1,2]

3. Zij f : [a,a] — R een functie. Laat zien dat [ f(z)dz = 0.
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4. Laat a,b € R met a <b. Zij f: [a,b] = R de constante functie met waarde M.

(a) Toon aan dat

voor iedere partitie P van [a, b].
(b) Leid af uit (a) dat

b
/ f(z)dx = M(b—a).

#3 5. Bewijs met behulp van Stelling [VIII.1.11| dat fol 2?2 dr =1/3.

6. Zij a < b. Bewijs met behulp van Stelling dat
b 1
/ zdr = —(b* — d?).
@ 2
7. Zij a < b. Bewijs met behulp van Stelling [VIIT.1.11] dat
b 1
/ 22 de = = (b® — a®).
o 3
8. Zij a > 0. Bewijs met behulp van Stelling dat
/ edr=e*—1.
0
F*# 9. 7ij 0 < a < b. Bewijs met behulp van Stelling dat

/b % dx = 1n(b) — In(a).

10. Zij f :[0,1] — R gegeven door f(x) = e®”.
(a) Bewijs dat f Riemann-integreerbaar is op [0, 1].

1

(b) Geef een benadering van fol ¢®” dz met een fout die minder is dan 1006 -

11. Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R continu en neem aan dat f(z) > 0 voor
alle € [a,b]. Toon aan: als

b
[ f@ds=o
dan is f(z) = 0 voor alle x € [a, b].

#12. Bewijs dat de functie f: [0,2] — R gedefinieerd door

0 als 0<z<
f(x)_{l als 1<z <

1
2.
Riemann-integreerbaar is op [0, 2] en bereken de waarde van f02 f(z)dx.

13. Laat a > 0. Zij f: [—a,a] = R oneven, dat wil zeggen, f(—z) = —f(z) voor alle
x € [—a,a]. Neem aan dat f Riemann-integreerbaar is op [a, b]. Toon aan dat

’ f(x)dz =0.

%14. Laat f : [a,b] — R een stijgende functie zijn. Toon aan dat f Riemann-
integreerbaar is op [a, b].
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VIII.2 Eigenschappen van de Riemann-integraal

In deze paragraaf bespreken we enkele belangrijke eigenschappen van de Riemann-
integraal. Vanaf nu zullen we Riemann-integreerbaar afkorten tot integreerbaar.

VIIL.2.1 Stelling. Laat a,b € R met a < b. Neem aan dat f : [a,b] — R en
g : [a,b] — R integreerbare functies zijn en zij A € R.

(i) De functie f + g : [a,b] — R is integreerbaar op [a, b] en

/ab F@) + g(x) do = /ab F(x)dz+ /abg(a:) da.

(ii) De functie Af : [a,b] — R is integreerbaar op [a, ] en

/ab)\f(x)dx = )\/abf(x)da:.

(iii) Als voor alle x € [a, ] geldt dat f(x) < g(x), dan

/a ' flayde < / " o) da.

Bewijs. (1): Aangezien f en g integreerbaar zijn op [a, b] kunnen we met Stelling
[VIIT.T.11] partities Py, Pi, ... en Qo, Q1, ... vinden z6 dat voor elke n > 0 geldt

lim U(P,,f) — L(Pn,f) =0 en nh_}rrgo U(@n,9) — L(Qn,g) =0. (VIIL2)

n—oo

Definieer R,, = P, U Q,, voor n = 0,1,.... Dan volgt uit Lemma [VII[.1.6| en de
Insluitstelling dat (VIIL.2|) geldt met P, en @, vervangen door R,. Merk op dat
(zie Opgave |VIIL.2.1))

URy, f+9) <
L(R,, f+g) > L(R

Uit (VIIL.3|) volgt dat voor elke n > 0 geldt

0 < U(R’mf + g) - L(Rn7 f +g) < U(Rnaf) + U(Rnag) - (L(Rnaf) + L(Rnag))
= U(an f) - L(Rru f) + U(ang) - L(ang)

U(Bn, ) + U(Rn, 9),

" VIIL3
o )+ L(Rong). (VIIL3)

De Insluitstelling geeft dan dat lim U(R,,f +g) — L(R,, f + g) = 0, dus met
n—oo

Stelling [VIII.1.11] zien we dat f + g integreerbaar is op [a,b]. Als we Stelling
[VIIL.1.11] en (VIIL.3)) combineren vinden we dat

b
[ @)+ gwydo = lim U(R,.f+9)

< 1im (U(Ro, ) + U(Ra,9)) /abf(:v) der/abg(x) dz,

n—oo

b
[ @)+ g(@)de = lim LR+ 9)

n—00

> lim (L(Rn,f)—i—L(Rn,g)) :/abf(as) d:c—l—/abg(w)dm.

Dit bewijst (i).
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(ii): Het geval A > 0 is Opgave [VIII.2.2
Voor het geval A < 0 voldoet het A = —1 te beschouwen. Met behulp van
Stelling [VIIL.1.11] vinden we partities Py, Py, ... z6 dat

lim U(P,, f) = hm L(P,, f)= / f(x)dx
n—oo

Merk op dat U(P,,,—f) = —L(Py, f) en L(P,,—f) = =U(P,, f) voor elke n > 0.
Er volgt dat

n—oQ

lim L(P,,—f)= lim —U(P,, f) = ,/f

n—oo n—oo

Met behulp van Stelling [VIIL.1.11| volgt dat — f integreerbaar is op [a, b], en

/ab—f( Jdo = lim U(P,,—f) /f

(iii): Laat h =g — f. Uit (i) en (ii) volgt dat

/abg(m)dx—/abf(x)darz/abh(x)d:c

Het voldoet te bewijzen dat f; h(z)dz > 0. Merk op voor alle © € [a,b] geldt
h(z) > 0. Neem als partitie P = {a,b}. Dan geldt L(P,h) = m1(b — a), waarbij

my = ir[lfb] h(z). Aangezien m; > 0 en b —a > 0 volgt dat L(P,h) > 0. Dus
xre|a,

0 < L(P,h) < /bh(m) dx = /b h(x) dz.

We willen nu laten zien dat integreerbaarheid behouden blijft onder het nemen
van absolute waarde, producten, etc. Hiervoor bewijzen we eerst het volgende
lemma.

VIII.2.2 Lemma. Neem aan dat f : [a,b] — R een integreerbare functie is. Laat
M = sup f(x)enm= ir[lfb] f(x). Zij ¢ : [m, M] — R een Lipschitz functie. Dan
xE|a,

z€la,b]
geldt ¢ o f is integreerbaar op [a, b].
Bewijs. Kies K > 0 26 dat voor alle z,y € [m, M] geldt
6(x) = d(y)| < Kz —yl.

We gebruiken Stelling Zij € > 0 willekeurig. Kies een patitie P van
[a,b] z6 dat U(P, f) — L(P, f) < e/K. Met behulp van Opgave [VIII.2.3| volgt dat

U(P,¢0 f) = L(P,¢o f) < K(U(P,f) ~ L(P, f)) <=
Hieruit volgt dat ¢ o f integreerbaar is op [a, b]. ]
Nu kunnen we de volgende stelling bewijzen.

VIIIL.2.3 Stelling. Neem aan dat f,g : [a,b] — R integreerbare functies op [a, b]
zijn. Dan geldt
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(i) De functie |f] is integreerbaar op [a,b] en

b b
‘/ f(x)dat‘ g/ |f(x)|dx (driehoeksongelijkheid voor integralen)

(i) De functie f? is integreerbaar op [a, b].
(iii) De functie fg is integreerbaar op [a, b].

(iv) De functie max{f,g} is integreerbaar op [a, b].
(v) De functie min{f, g} is integreerbaar op |[a, b].

Bewijs. (i): De integreerbaarheid volgt uit Lemma [VIIL.2.2 met ¢(z) = |z|.
Om de ongelijkheid te bewijzen kies ¢ € {—1,1} z6 dat cfb f(z)dx > 0.
Aangezien cf (x) < |f(z)| voor alle z € R, volgt uit Stelling [VIII.2.1]| dat

‘/abf(x)da:‘:c/abf(a:)dxz/abcf(x)dxg/ab|f(x)dx.

(ii): De integreerbaarheid van f? volgt uit Lemma [VIIL.2.2l met ¢(z) = x2.
(iii): Dit volgt uit (ii), Stelling [VIIL.2.1{en de polarisatie identiteit

(f+9)?—(f-9)?
1 .
(iv): Uit Lemma [VIII.2.2f met ¢(z) = max{z,0} volgt dat ¢ o h = max{h,0}
integreerbaar is als h integreerbaar is op [a,b]. Het is eenvoudig om na te gaan
dat

fg=

max{f,g} = f+do(g—f)

Dus de integreerbaarheid van max{f, g} volgt uit Stelling [VIIIL.2.1
(v): Dit volgt uit min{f, g} = —max{—f, —g} en (iv) en Stelling[VII1.2.1] N

De volgende stelling over het opdelen van integralen over deelintervallen is
vaak van belang.

VIII.2.4 Stelling.

(i) Laat a < e < d <b. Als f: [a,b] — R integreerbaar is op [a,b], dan is f ook
integreerbaar op [c, d].

(i) Laat a < ¢ < b. Als f : [a,b] — R integreerbaar is op [a, ] en op [c,b], dan is f
ook integreerbaar op [a, b] en er geldt

/abf(ac) do = /:f(x) dx+/cbf(x) da.

Bewijs. Zie Opgave ]

Opgaven

1. Laat f,g: [a,b] — R begrensde functies zijn. Laat P een partitie van [a,b] zijn.
(a) Bewijs dat U(P, f+g) <U(P, )+ U(P,g).
(b) Bewijs dat U(P,—f) = —L(P, f).
(c) Leidt af dat L(P,—f) = —U(P, f) en L(P, f +g) > L(P, f) + L(P, g).
Hint: gebruik deel (a) en (b).
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* 8.

. Bewijs Stelling [VIII.2.1] (ii) in het geval A > 0.

. Laat f : [a,b] = R een begrensde functie zijn. Laat P een partitie van [a, b] zijn.

U(P,do f) = L(P,¢pof) < K- (UPf)-L(P,f)),

waarbij K > 0 zo is dat voor alle z,y € [a, b] geldt |¢p(z) — ¢(y)| < K|z —y| is.

. Laat f : [a,b] — R een integreerbare functie zijn. Neem aan dat er een 6 > 0

bestaat z6 dat voor alle x € [a,b] geldt f(x) > §. Toon met behulp van Lemma

VIII.2.2{aan dat 1/f integreerbaar is.

. Bewijs Stelling [VIII.2.4]

. Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] = R een begrensde functie die continu is

buiten een eindig aantal punten van [a, b]. Bewijs dat f integreerbaar is over [a, b].

. Laat f:]0,1] = R een begrensde functie zijn. Gegeven is dat voor elke § > 0 de

functie f integreerbaar is op [d, 1]. Bewijs de volgende uitspraken:
(a) f is integreerbaar op [0, 1].
(b) De limiet limg o f; f(z) dx bestaat en

/01 f(z) dw—lim/; f(z) de.

510

Laat zien dat Lemma ook waar is als we eisen dat ¢ uniform continu is
in plaats van Lipschitz continu.
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VII.3 De Hoofdstelling van de Integraalrekening

Als f : [a,b] — R integreerbaar is dan kunnen we een nieuwe functie F : [a,b] — R
definiéren door

F(z) = / " r)dt.

Merk op dat de integreerbaarheid van f op [a,z] volgt uit Stelling [VIIL.2.4 In
deze paragraaf onderzoeken we de eigenschappen van de bovenstaande functie F'.

VIIIL.3.1 Propositie. Zij f : [a,b] — R integreerbaar, en definieer F': [a,b] — R
door

F(z) = / " r)dt.

Dan geldt F is continu op [a, b].

Bewijs. Aangezien f begrensd is kunnen we een M > 0 vinden z6 dat voor alle
x € [a,b] geldt |f(z)] < M. Voor alle a < z < y < b volgt uit Stelling [VIII.2.4
dat

PYMAthﬂ:i/yf@ﬁﬁgi/mf@)ﬁ::/wf@)ﬁ,
Uit Stelling volgt dat
|F(y) — F(z)| < /y | f(t)] dt.

Met behulp van Stelling [VIIT.2.1] vinden we dat

Yy Yy
F) - Fla)| < [ If@lde< [ Mde=2ry—a)
Er volgt dat F' een Lipschitz continue functie is, en dus ook dat F' continu is. W

VIIL.3.2 Voorbeeld. (i) Zij f : (0,00) — R gegeven door f(z) = 1/z. In
Opgave [VIII.1.9 hebben we gezien dat voor 0 < a < b geldt dat

/b % dt = In(b) — In(a).

Neem nu a = 1. Definieer F : (0,00) — R door

F(a:)/lwidt.

Dan geldt dus blijkbaar F(z) = Inx voor alle x € (0, 00).
(ii) Zij f : R — R gegeven door f(x) = e~ De functie f is continu op R, en dus
integreerbaar op ieder begrensd interval. Definieer F': R — R door

F(x) :/ et at.
0

Het is echter onmogelijk om deze functie F' in bekende functies uit te drukken.
(iii) Definieer f :[0,3] — R door

0, 0<z<1,
flx)=<9 1, 1<z<2,
3, 2<z <3
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Hoofdstelling van de
Integraalrekening

1 —
l —
0 1 2 3 L-as

Figuur 8.2: De grafiek van de functie f

Definieer F' : [0,3] — R door

F@ﬂ:iémf@)ﬁ.

Dan geldt
0, 0<zx <1,
Flz)=< -1, 1<z <2,
%J;, 2<x<3.
y-as
1
0 1 2 3 z-as

Figuur 8.3: De grafiek van de functie F'

Kunnen we de functie f uit de functie F' terugvinden als we de functie F
kennen? Dit kan in het algemeen niet. Als we f in eindig veel punten veranderen,
dan verandert de functie F' niet. Als we meer aannemen over de functie f dan
kan het wel. Dit is de inhoud van de volgende stelling.

VIIL.3.3 Stelling (Hoofdstelling van de Integraalrekening).
Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R continu, en definieer de functie
F: [a,b] = R door

F(z) = / f(t)dt.
Dan is F differentieerbaar en voor alle € (a,b) geldt F'(z) = f(x).

Bewijs. Laat zg € [a,b). Voor alle h > 0 z6 dat xo + h € [a,b] volgt uit Stelling
VITL.2.4] dat:

zo+h 0 zo+h
m%+m7F@w:/ ﬂﬂﬁ—/ ﬂwﬁ:/ £(t) dt

a 0
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Ook geldt dat
1 zo+h
fla) = [ St
z0
Uit Stelling volgt dus

F h)—F 1 [roth
T ) = 1 [ 0 = s
Vervolgens vinden we met Stelling dat
F(zo+h) — F(z L [roth
ot BT )| =[5 [ 0~ sty
xzo+h
siéo () = Fao)] dt.

Zij € > 0 willekeurig. Kies 6 > 0 z6 dat voor alle z € [a,b] met |z — 29| < §
geldt dat
|f(x) = fzo) <e.

Er volgt dat voor alle h € (0,0) met zg + h € [a, b] geldt dat

IN

B - zo+h
Pt =P0) fan) <5 [ 100 - Saw)l

0

1 zo+h
7 / edt =e.
T

0

IN

waarbij laatste ongelijkheid volgt uit Stelling (iii). Dit bewijst dat F'
rechtsdifferentieerbaar is in o met rechterafgeleide f(xo).

Op dezelfde manier kun je bewijzen dat F linksdifferentieerbaar is in xy met
linkerafgeleide f(z¢) (zie Opgave[VIIL.3.1). Hieruit volgt dat F differentieerbaar is
in xg met afgeleide f(xo). Aangezien xg € (a,b) willekeurig is volgt de stelling. H

Hiermee zijn we in staat de volgende bijzondere stelling te bewijzen die ons in
staat stelt veel integralen uit te rekenen zonder terug te hoeven naar de definitie
van de integraal.

VIIL.3.4 Stelling. Laat a,b € R met a < b. Zij f: [a,b] — R een continue functie
en zij F': [a,b] — R continu op [a, b], en differentieerbaar op (a,b) met F'(z) = f(x)
voor alle z € (a,b). Dan geldt

b
| f@de = Fo) - Fla)
Bewijs. Definieer G: [a,b] — R door

G(z) = F(z) — F(a) — / F(t) dt.

We moeten aantonen dat G(b) = 0. Uit Propositie [VIII.3.1| volgt dat G continu
is. Uit de Hoofdstelling van de Integraalrekening en de differenticerbaarheid van
F op (a,b) volgt dat G differentieerbaar is op (a,b) met afgeleide

G'(x) = Fl(x) = f(x) = f(x) = f(z) =0, w€(a,b).

Maar dan volgt uit Stelling [VIL.2.5| dat G constant is op [a,b]. Uit de definitie
van G volgt dat G(a) = 0. Maar dan geldt G(x) = 0 voor alle z € [a, b], dus ook
G(b) = 0. |
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VIII.3.5 Opmerking. Een functie zoals de functie F in Stelling wordt
een primitieve van f genoemd. Merk op dat een functie veel primitieven heeft.
Namelijk iedere functie H : [a,b] — R van de vorm H = F + K, waarbij K een
constante is, voldoet aan H' = f. Er geldt ook dat iedere primitieve van deze

vorm moet zijn (zie Opgave [VIII.3.3).

We laten nu zien hoe effectief het kan zijn om met Stelling een inte-
graal uit te rekenen.

VIII.3.6 Voorbeeld. Zij f : [0,1] — R de functie f(z) = v/z. We beschouwen
fol Vrdz. Aangezien f een continue functie is, is f integreerbaar op [0,1]. Laat
F :[0,1] = R de functie F(z) = 222 zjn. Dan geldt F is continu op [0,1] en
F'=fop (0,1). Met de Stellingvinden we

/1\/5(13: — F(1) = F(0) = 2.
. 3

Dit is niet zo eenvoudig om direct te bewijzen met behulp van boven- en onders-
ommen. _

VIIL.3.7 Voorbeeld. We tonen aan dat voor alle z € [0,1] geldt datf]

1+x:i 1J

Jj=1

1

In het bijzonder geld
J

———

In(2) = Z L Met behulp van Stelling [VIII.3.4] en
j=1

het feit dat In(1 +z)’ = H%I voor alle z > —1 vinden we dat voor alle z > —1
|
In(1 = ——dt
n(l+x) e

en net zo geldt voor alle z € R

i () —Z/ Yl dt = /Jc zn:(—l)j—ltj—ldt.
(i

j=1
Er volgt dat voor alle n > 1 en x € [0, 1] geldt dat

no(L1)-t @ n o
’1n(1+x)—27( 1]? xf):’/o L—;(—l)flﬁldt’

j=1

n

1 C
(—1)-7—115-7—1’ dt

@ [
<[ -
0

(i) [ iy oL
< / n g () 27
0 n+1

De ongelijkheid bij (i) volgt uit Stelling [VIIL.2.3[(i). In (ii) gebruikten we Opgave

VIII.3.4] Aangezien lim, % = 0 voor elke z € [0, 1], volgt de gevraagde

VI.3.6| en de aanname dat z € [0,1]. In (iii) gebruikte we nogmaals Stelling

1dentiteit. _ =

3Voor x € (—1,0) geldt de identiteit ook, maar hier is een ander soort bewijs voor nodig (zie
voorbeeld [[X.2.3)).
4Dit hebben we op een andere manier bewezen in Opgave
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Opgaven

1.

2.

Partiéel integreren 7.

Bewijs dat de functie F' in Stelling [VIII.3.3| linksdifferentieerbaar is op (a, b).

xz
1
Definieer de functie g: (0,00) — R door g(z) = / n dt. Laat met behulp van de
1

Hoofdstelling van de integraalrekening zien dat g(z) = Inx voor alle z € (0, c0).

. Laat a,b € R met a < b. Laat f en F zoals in Stelling zijn.  Zij

H: [a,b] — R een continu op [a, b], en differentieerbaar op (a, b) met H'(z) = f(x)
voor alle x € (a,b). Toon aan dat er een constante K € R bestaat z6 dat
H=F+K.

xZ
. Toon aan dat de functie f: R — R gegeven door f(z) = / V1+y*dy dif-
0

ferentieerbaar is, en bepaal de afgeleide van deze functie.
Aanwijzing: Pas de kettingregel toe op h(z) =22 en g(z) = [} /1 + y*dy.

. ZijM >0,a,b € Rmet a <b,en f: [a,b] = R een functie met de eigenschap dat

|f(x) = f(y)| < M|z — y| voor alle x,y € [a,b]. Toon aan dat

b
[ 1@ fae-a)| < F0-

. Laat a,b € R met a < b. Zij f: (a,b) = R tweemaal differentieerbaar met

continue tweede afgeleide f”. Laat ¢ € (a,b) en definieer de functie g.: (a,b) — R
door

ge(x) = /m(a: —t)f"(t)dt (z € (a,b)).

(a) Toon aan dat g. differentieerbaar is op (a,b) en bepaal g.(z).
(b) Gebruik dit om aan te tonen dat voor alle x € (a,b) geldt

f@) = 10 = fe =+ [ @-n@)ds
(¢) Toon aan: als M >0 en
voor alle x € (a,b) 1 |f"(x)| < M,
dan geldt voor alle x € (a,b) de volgende afschatting:

|[f(2) = f(c) = f'(e)(z = )| < M|z — c*/2.

Laat a,b € R met a < b. Laat f,g: [a,b] — R continue functies zijn z6 dat f’ en
¢’ bestaan en ook continu zijn op |[a, bHﬂ Toon aan:

b b
/ f'(x)g(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f2)g (x) d.

Aanwijzing: Gebruik de productregel voor differentiéren.

. Laat zien dat dat voor alle z € [0, 1] geld{Y]

3 (_1>]x2j+1:/x Lo
j:02j+1 o 14827

Hint: Gebruik dezelfde methode als in Voorbeeld [VIII.3.7]

5Hierbij gebruiken we de linker- en rechter afgeleide in de eindpunten.
6Uit analyse weten we dat de integraal gelijk is aan arctan(z).
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IX PUNTSGEWIJZE EN UNIFORME CONVERGENTIE

In vorige hoofdstukken hebben we convergentie van getallenrijen bestudeerd. In
de Analyse zijn echter rijen die functies als termen hebben van groot belang. Zulke
functierijen hebben we eigenlijk al wel gezien:

e’ = lim (1—|—£) , x€R,
n

n—oo

1 N
1 J _
T2 —n11_>n;02m , xe(—11).
7=0
Het is duidelijk wat in elk van deze gevallen de rij fo(z), f1(z), ... is.
Convergentie van functierijen speelt onder andere een rol bij de vraag of de

volgende identiteit geldt

b

b
lim fn(x) dm:/ li_>m fn(z)da.

n— oo a

Met andere woorden kun je integraal en limiet omwisselen? Het volgend voorbeeld

geeft aan dat dit niet altijd kan.
2

Voorbeeld Bekijk [ =245 dz. Voor elke o € [0, 1] geldt lim_ ﬁ -

Hierdoor vermoeden we dat

0.

1
RQ.Z'

li ————=dr=0.
o0 o (nz+1)3 *

We kunnen in dit geval ook ieder van de integralen ([01 % dx uitrekenen met
behulp van de technieken uit het vorige hoofdstuk. Merk op dat

n’x nnz+1)—n n n

(nz+13 (mx+1)3  (nx+1)2 (na+1)3

De functie Fj, : [0,1] — R gegeven door F,(z) =

'ILQI

“ et T 2 marnyz 1S een primi-

tieve van et N er volgt
1 2
n°x 1 1 1 1
——dx = F, (1) - F,,(0) = — - —.
/0 A0 Rreres il ¥ prars >
Hieruit zien we dat
. L n2x 1
lim ——dx = —.
n—oo fo (n;E + 1)3 2
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IX.1 Convergentie van rijen van functies

In deze paragraaf zullen we bekijken hoe we convergentie van een functierij kunnen

definiéren.
Puntsgewijze Laten we de rij (fn)n>0 nemen, waarbij voor elke n € N de functie f,, op het
convergentie interval (0, 1) gedefinieerd is door f, (x) = =™, zie Figuur
9-as
1
fi oo fsf oS
0 1 x-as

Figuur 9.1: Functierij (fn)n>0 waarbij fp(z) = 2"

Een methode om een limietfunctie te definiéren ligt voor de hand: voor elke
z € (0,1) geldt lim f,(x) = 0; de limietfunctie van deze rij is dan de functie f
n—oo

gedefinieerd door f(z) = 0.

IX.1.1 Definitie. Laat D C R en, voor alle n € N, f,,: D — R. We zeggen
puntgewijze conver- dat de functierij (fy)n>0 puntsgewijs convergeert als voor elke x € D de reéle rij

gentie (fn(x))n>o0 convergent is. De limietfunctie f: D — R is dan gedefinieerd door

Notatie: f, 5 f.

IX.1.2 Opmerking.

(i) Merk op dat de limietfunctie, indien zij bestaat, uniek is. Dit volgt direct uit
de uniciteit van limieten van reele rijen.

(ii) Er geldt f, = f dan en slechts dan als als voor iedere 2 € D en voor iedere
€ > 0een N € N bestaat zodanig dat

voor alle n > N geldt |f,(z) — f(z)] <e.

(iii) De functierij (fn)n>o0 is puntsgewijs convergent dan en slechts dan als voor
elke x € D, de reele rij (fn(2))n>0 een Cauchy-rij is.

IX.1.3 Voorbeeld. De functierij hierboven convergeert puntsgewijs op het in-
terval (0,1) naar de nulfunctie. _
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Uniforme
convergentie

uniforme convergentie

IX.1.4 Voorbeeld. Definieer nu, net als in Voorbeeld [IX.1.3] de rij (g, )n>o0,
V.1.3)

gn: [0,1] = R, door g, (x) = 2. Er geldt (zie Stelling  gn g met

o(x) = {O als z € [0,1),

1 alsz=1.

Merk op dat de continuiteit verloren ging: hoewel elke g, continu is, is g niet
continu.  am

IX.1.5 Voorbeeld. We beschouwen de functierij uit de introductie van dit hoofd-

stuk. Zij f, : [0,1] — R gegeven door f,(z) yF voor n = 0,1,.... Dan

n2a:
= (nx+1
volgt uit de rekenregels voor limieten dat geldt f, 20. Inderdaad, voor x = 0
geldt f,,(z) = 0 voor alle n € N. Voor z € (0,1] geldt

Puntsgewijze convergentie is een natuurlijk begrip maar blijkt in de praktijk niet
zo goed te werken:

e In Voorbeeld [X:I.4]was elke g,, continu maar de limietfunctie was niet continu.

e In Voorbeeld convergeert de functierij puntsgewijs naar nul, maar de

reele rij ( fol fn(x) dm) convergeert naar 3 (zie introductie).
n>0

In de volgende definitie introduceren we een sterkere vorm van convergentie,
die veel betere eigenschappen heeft, maar wel lastiger te controleren is.

IX.1.6 Definitie. Zij D C R en laat voor elke n € N, f,: D — R. Laat ook
f: D — R. We zeggen dat de functierij (f,)n>0 uniform naar f convergeert als
voor iedere € > 0 een N € N bestaat zodanig dat

voor alle n > N en voor alle x € D geldt |fn(z) — f(z)] <e.
Notatie: f,, — f.

IX.1.7 Opmerking.

(i) Merk op dat in de bovenstaande definitie, het getal N € N niet van « € D af
mag hangen.

(ii) Er geldt f, = f dan en slechts dan als (zie Opgave [IX.1.3)

lim (333 [Fal@) = fl)]) = 0.

n—0o0

(iii) Als f, = f dan geldt ook f, By (zie Opgave [[X.1.4).

IX.1.8 Voorbeeld. Beschouw de functierij (gn)n>0 uit Voorbeeld [IX.1.4 We
zullen aantonen dat deze functierij niet uniform convergeert naar de functie g.

Neem ¢ = 1. Laat N € N. Neem nun = N en z € [0,1) met z = (%)UN.
Voor deze n en = hebben we
|gn(2) — g(2)| >,

dus (gn)n>0 convergeert niet uniform naar g.
Analoog kunnen we aantonen dat ook de (fn)n>0 uit Voorbeeld [[X.1.3| niet
uniform naar f convergeert, zie Opgave _m
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IX.1.9 Voorbeeld. Door de definitieverzameling kleiner te nemen kan de conver-
gentie uniform worden. Neem bijvoorbeeld h,,: [0,1/2] — [0,1] met h,(z) = z™
voor elke z € [0,1/2]. Dan geldt h,, — h met h(z) = 0 voor elke z € [0,1/2].
Immers, voor elke € > 0 is er een N met € > (%)N en met zo een N hebben we:

voor alle z € [0,1/2] en n > N geldt |hy,(z) — h(z)| <e.

Continuiteit Uniforme convergentie garandeert dat de limietfunctie van continue functies con-
tinu is.
IX.1.10 Stelling. Laat D C R. Laat, voor elke n € N, f,: D — R een functie
zijn. Laat f: D — R een functie zijn. Als elke f,, continu is en f, — f dan is ook
f continu.
Bewijs. We moeten bewijzen dat f continu in c is voor elke ¢ € D. Laat ¢ € D.
Zij € > 0. We zoeken een ¢ > 0 z6 dat voor alle z € D met |x — ¢| < ¢ geldt
dat ’f(x) — f(c)| <e. Omdat f, = fis er een N € N zodanig dat
voor alle y € D geldt ’fN(y) — f(y)‘ < %
Volgens de veronderstelling is de functie fy continu in het punt ¢ € D; kies dus
een 6 > 0 met !fN(ac) - fN(c)’ < eg/3 voor alle x € D met |z —¢| < §. Er volgt
dat voor elke x € D met |z — ¢| < § geldt
€ € ¢
|f(@) = flo)| < |f(@)— fn(@)|+ | fn (@) = fn(e)|+ | fa(e) = flo)| < §+§+§ =ec.
Dit bewijst de continuiteit van f. |
Opgaven
1. Zij D C R en neem aan f,: D — R en g,: D — R voor elke n € N. Toon aan:
als f, 2 fen g, = g dan
(@) fotgn=f+g
() afn, 2 af voor elke o € R;
(C) fngn 5 fg.
2. Laat zien dat de functierij uit Voorbeeld niet uniform naar f convergeert.
3. Bewijs Opmerking [IX.1.7] (ii).
# 4. Bewijs de uitspraak in Opmerking [[X.1.7] (iii).
# 5. Beschouw de functierij (fn)n>0 met f,: R — R gedefinieerd door

fulz) = 2™

(a) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f,, = f.
(b) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f,, — f.
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#“ 6

T,

# 8.

& 9.

10.

11.

#*12.

#*13.

*14.

. Toon met behulp van de definitie aan dat de functierij uit Voorbeeld niet

uniform naar de nulfunctie convergeert.

Beschouw de functierij (f)n>1 met f,, : [—1,1] — R gedefinieerd door f,,(z) = z/n.
Toon aan dat f, — 0.

Beschouw de functierij (fy,)n>1 met f,,: R — R gedefinieerd door
fn(x) = cos(z/n).

(a) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f, 5 f.
(b) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f,, — f.

Beschouw de functierij (fy)n>0 met f,: R — R gedefinicerd door

B x
T 14 n222

ful)

(a) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f, Bor

(b) Bewijs of weerleg: er is een f: R — R met f,, — f.

Laat a < 29 < b. Laat, voor elke n € N, f,, : [a,b] = R een continue functie zijn.
Bewijs het volgende: Als (f,,)n>0 uniform convergent is, dan geldt

lim lim f,(z)= lim lim f,(z).

r—To N—00 n—o00 r—To

Contrueer continue functies fo, f1,...,: [=1,1] = R 26 dat de rij (f,)n>0 punts-
gewijs convergeert, maar

lim lim f,(z) # lim linbfn(ac).

rz—0n—o0 n—o00 r—

Laat a < zg < b. Laat, voor elke n € N, f,, : [a,b] — R een functie zijn. Neem
aan dat A,, = lim,_,,, f,.(x) bestaat en dat f,, = f met f: [a,b] — R. Toon aan
dat (An)n>0 een convergente rij is en da

lim f(z)= lim A,.

T—xTo n— oo

Laat D C R en, voor elke n € N, f,,: D — R en g,: D — R. Toon aan: als
fn> feng, % gdan

(a) fn"’gni)f"'g;
b) af, % af voor elke a € R;
c) als alle f,, en g, begrensd zijn dan geldt ook f,g, — fg;

o~ o~ o~

d) de voorwaarde in (c) betreffende begrensdheid kan niet gemist worden.

Bewijs dat de functierij (f,,)n>0 uniform convergent is dan en slechts dan als voor
iedere € > 0 een N € N bestaat zodanig dat

voor alle m,n > N en voor alle x € D geldt |fn(z) — fm ()] < e.

IDit is een sterkere uitspraak dan in Opgave [[X.1.10] Er is namelijk geen continuiteit van de
fn’s geeist.
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IX.2 Uniforme convergentie en integratie

termsgewijs integreren

Uniforme convergentie wordt onder andere gebruikt voor “het verwisselen van
limiet en integraal”. Puntsgewijze convergentie is in het algemeen niet voldoende
om limiet en integraal te verwisselen zoals bljikt uit het voorbeeld in de introductie
van dit hoofdstuk. Een ander voorbeeld is te vinden in Opgave

We bewijzen eerst een stelling over het verwisselen van limiet en integraal.

IX.2.1 Stelling. Zij a,b € R met a < b. Laat, voor elke n € N, f,: [a,] = R
een integreerbare functie zijn. Laat f: [a,b] — R een integreerbare functie zian] Als

fn = f dan geldt \ ,
/a fl@)de = nl;r& (/a fn(x) dz).

Bewijs. Merk eerst op dat uit de eigenschappen van de integraal volgt dat

‘/abfn(m)dx—/abf(x)dx’ = ‘/abfn(x) — f(x) dm’ < /ab|fn(x) — f(2)| da-

We bewijzen nu de convergentie. Zij ¢ > 0. Kies N € N z6 dat voor alle n > N
en voor alle z € [a,b] geldt dat |f(x) — fn(x)] < &/(b— a). Uit de bovenstaande
afschatting en eigenschappen van de integraal volgt dat voor alle n > N geldt dat

’/abfn(:c)dac/abf(z)dx’g/ablfn(z)f(x)|dx§/:€/(ba)dmE.

Uit bovenstaande kunnen we concluderen dat

b

b
lim fn(x)dx:/ f(z)dx.

n—r oo a

Als gevolg hiervan geldt het volgende resultaat voor reeksen.
I1X.2.2 Gevolg. Zij a,b € R met a < b. Laat, voor elke n € N, g,,: [a,b] — R een

integreerbare functie zijn. Laat f: [a,b] — R een integreerbare functie zijn. Definieer
voor elke n > 0 de functie f, : [a,b] — R door f, = Z?:o gj(z). Als f,, = f, dan

geldt \ o
/ oo =3 | aiw)as.

Bewijs. Dit volgt uit Stelling en

IX.2.3 Voorbeeld. Zij 0 < r < 1. Beschouw g; : [-r,7] — R gegeven door
gj(x) = 2. Dan geldt |g;(z)] < 7. Aangezien E;io rJ convergent is, volgt uit

2Dat f integreerbaar is volgt ook uit de aanname dat (fn)n>o uniform naar f convergeert,
en zouden we dus kunnen weglaten uit de aannames (zie Opgave [[X.2.7).
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Limiet en
differentiatie

termsgewijs
differentiéren

Opgave [[X.2.3[ dat de functierij (Z;-L:O gj> uniform convergent. De puntsge-
n>0

wijze limiet is de functie f : [-r,r] = R gegeven door fl@) == Zijt € [-r,r].

Uit Gevolg [[X:2.2] zien we dat ’

t 9 © st
dx = /xjdx.
/01—95 ;, 0

Stelling geeft dus dat

—In(1—-1¢)= .
1-0=2 75

Aangezien r € (0,1) en ¢ € [—r,r| willekeurig zijn, volgt dat de laatste identiteit
geldt voor alle ¢ € (—1,1). _m

Als tweede toepassing van Stelling kunnen we het volgende resultaat be-
wijzen.

IX.2.4 Stelling. Zij a,b € R met a < b en zij ¢ € [a,b]. Laat, voor elke n € N,
fn: [a,b] — R een differentieerbare functie op [a, b] zijrﬂzé dat f! continu is op [a, b].
Laat ook f : [a,b] — R een functie op [a, b] zijn. Als (f})n>0 uniform convergent is
en f, 5 f, dan geldt dat f differentieerbaar is op [a, ] en voor alle z € [a, b]

f(@) = Tim fi ().

Bewijs. 7ij g : [a,b] — R z6 dat f, % g. Merk op dat g continu is wegens Stelling
1X.1.10[ Zij « € [a,b]. Zij n € N. Uit Stelling [VIIL.3.4] volgt dat

fole) = ful) = [ g0t
Nu geeft Stelling dat

De Hoofdstelling van de Integraalrekening impliceert dat f differentieerbaar is op
[a,b] en f'(z) = g(x) voor alle z € [a, b]. [ |

IX.2.5 Gevolg. Zij a,b € R met a < b. Laat, voor elke n € N, g,,: [a,b] — R een
differentieerbare functie zijn op [a, b] z6 dat g/, continu is op [a, b]. Definieer voor elke
n > 0 de functie f, : [a,b] — R door f,(z) = >_7_; gj(x). Laat ook f : [a,b] = R
een functie op [a,b] zijn. Als (f/),>0 uniform convergent is en f, 2 f, dan geldt
dat f differentieerbaar is op [a, b] en voor elke = € [a, b] geldt

=
—
&
|
(]
&
8
~—

j=0
Bewijs. Dit volgt uit Stelling [[X.2.4en f/ = Z?:o gj- ]

IX.2.6 Opmerking. Zij a < b. Laat voor elke n > 0, f, : [a,b] — R een
differentieerbare functie zijn en laat f : [a,b] — R een differentieerbare functie

zijn. Als f,, = f, dan kun je hieruit niet concluderen dat f/ % f’. Een eenvoudig
tegenvoorbeeld wordt gegeven in Opgave

3Hierbij nemen we de linker- en rechter afgeleide in de randpunten
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Opgaven

1. Beschouw de functierij (f,,)n>0 met f,,: [0,1] — R gedefinieerd door

fn(z) =2nz™(1 — ).

1
Laat zien dat f, 2 0 en lim fn(z)de = 1.

n—00 0

2. Bewijs dat onder de aannames van Stelling [[X.2.4 geldt dat f, — f.

Weierstrass M-test 3. Zij D C R. Laat voor elke j > 0, g; : D — R een functie zijn en neem aan
dat er een constante M; > 0 is z6 dat voor alle z € D geldt dat |g;(z)] < M;.
Bewijs de volgende uitspraak: als Z;'io M; convergent is, dan is de functierij

(Zﬁ_o gj) uniform convergent.
1= n>0

4. Definieer voor elke n > 1, f,, : [-m, 7] — R door f(z) = sin(n’z)

n
(a) Laat zien dat f, — 0.
(b) Laat zien dat de functierij (f]),>1 niet puntsgewijs convergent is.

Hint: maak gebruik van de bekende eigenschappen van sin en cos.

5. Bewijs met behulp van Gevolg dat voor alle z € R geldt dat

7!) - N
= =
6. Bewijs met behulp van Gevolg [X.2.5[dat voor alle x € (—1,1) geldt dat
N 1
-1
jrl Tt = ——.
2y

% 7. Laat voor elke n > 0, f, : [a,b] — R een integreerbare functie zijn. Neem aan
dat er een functie f : [a,b] — R is z6 dat f, — f. Toon aan dat f integreerbaar
is.

% 8. Zija,beR. Zij (fn)n>o een functie rij met f, : [a,b] — R z6 dat
Dini's Stelling (i) Voor elke n > 0 geldt f,, is continu.
(i) fn 0.
(iii) Voor elke z € [a,b] geldt dat (f,,(z))n>0 een dalende rij is.
Bewijs dat f, — 0.
Hint: Stel niet. Leid met behulp van de Stelling van Bolzano—Weierstrass een
tegenspraak af.
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APPENDIX

X.1 De Axioma's van Zermelo en Fraenkel

In de verzamelingenleer gebruiken we letters (variabelen), logische symbolen (V,
3, A, V, o, =, <, en &), het =-teken (gelijkheid) en natuurlijk € (is element
van).

De betekenis van de logische symbolen is als volgt: V is ‘voor alle’, 3 is ‘er
is een’, A is ‘en’, V is ‘of’, = is ‘niet’, = is ‘impliceert’, < is ‘is gevolg van’,
< is ‘dan en slechts dan’, of ook wel ‘precies dan als’ of ook wel ‘is equivalent
met’. Als men wil, dan kan men zuiniger zijn met het aantal logische symbolen
(bijvoorbeeld kunnen ze allemaal in A en — uitgedrukt worden).

Verder is elk individu dat we tegenkomen een verzameling (de variabelen staan
voor verzamelingen). In het bijzonder zijn de elementen van al onze verzamelingen
zelf dus ook weer verzamelingen.

Het eerste axioma formaliseert hoe gelijkheid van verzamelingen gedefinieerd
is.

Axioma van Extensionaliteit Verzamelingen zijn gelijk dan en slechts dan
als ze dezelfde elementen hebben:

(A=B) & (VX)(X € A X € B).

De volgende drie axioma’s geven regels hoe we uit oude verzamelingen nieuwe
kunnen vormen.

Axioma van Paarvorming Voor elk tweetal verzamelingen A en B is er een
verzameling die uit alleen de elementen A en B bestaat:

(VA)(VB)(3C)(VX)(X € C & (X = AV X = B)).
Deze verzameling C' wordt ook wel als {A, B} genoteerd.

Axioma van Vereniging Voor elke verzameling A bestaat een verzameling die
uit alle elementen van elementen van A bestaat:

(VA)3B)(VX)(X € B« (AY)(Y € AN X €Y)))

Voor deze B gebruiken we de notatie UycaY.
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Axioma van Machtsverzameling Voor elke verzameling A bestaat een ver-
zameling die uit alle deelverzamelingen van A bestaat:

(VA)3B)(VX)(X € B& (YW)((Y € X) = (Y € A))).

Afscheidingsaxioma Als ¢ een formule is en A een verzameling dan bestaat
een verzameling die bestaat uit alle elementen van A die aan ¢ voldoen:

(VA)(3B)(VX)((X € B) & (X € A) A p(X))).

Substitutieaxioma Als F' een formule is die een ‘afbeelding’ definieert, dat wil
zeggen uit F(X,Y) en F(X, Z) volgt Y = Z, dan bestaat voor elke verzameling A
de beeldverzameling F[A]:

(VA)3EB)(VY)(Y € B & (3X)(X € AN F(X,Y))).

We geven een voorbeeld. We nemen voor F(X,Y) de formule ‘Y is de machts-
verzameling van X’. Dan volgt dat voor iedere A er een B bestaat waarvan de
elementen precies de machtsverzamelingen van de elementen van A zijn.

De axioma’s hierboven zijn nog niet sterk genoeg om ons oneindige verzame-
lingen te geven; die moeten we expliciet postuleren. We gebruiken het symbool
& voor de lege verzameling.

Axioma van Oneindigheid Er is een oneindige verzameling:

FA) (e AN (VX)((X € A) = (X U{X} € A)))).

Het volgende axioma zegt dat niet alles een verzameling kan zijn; het verhin-
dert het bestaat van oneindige rijtjes van de vorm Xy 3 X713 X9 3 ---.

Regulariteitsaxioma Elke niet-lege verzameling heeft een €-minimaal element.
(VA)((A# @) = (3B)(B € AN (VC)((C € B) = (C ¢ A))))).

De bovenstaande axioma’s vormen het axioma-systeem van Zermelo (Duits
wiskundige, 1871-1953) en Fraenkel (Duits en Israglisch wiskundige, 1891-1965),
ook wel afgekort tot ZF. In de verzamelingenleer wordt heel vaak nog het volgende
axioma gebruikt, afgekort tot AC (Axiom of Choice).

Keuzeaxioma Elke verzameling S van niet-lege verzamelingen heeft een keu-
zefunctie, dat wil zeggen, er is een functie g: S — UxesX 26 dat voor alle X € S

geldt g(X) € X.

ZF samen met AC wordt afgekort tot ZFC. In dit dictaat werken we met ZFC.

X.1 DE AXIOMA'S VAN ZERMELO EN FRAENKEL 145



X.2 Axioma's van Peano

De axioma’s van Peano (Italiaans wiskundige, 1858-1932) vormen een korte ka-
rakterisering van de natuurlijke getallen met de operaties optelling en vermenig-
vuldiging. In plaats van direct naar de operaties ‘4’ en ‘-’ te kijken, beschouwt
men de afbeelding S: N — N gegeven door a — a + 1. Deze afbeelding S heet de
opvolger-atbeelding (de S staat voor de Engelse term ‘successor’). De gegevens
zijn dan:

(a) een verzameling N;
(b) een element 0 € N;
(c) een afbeelding S: N — N.

Deze gegevens moeten voldoen aan de volgende eigenschappen (ofwel ‘axioma’s’).

(PO) er is geen a € N met S(a) = 0;

(P1) de atbeelding S is injectief;

(P2) (axioma van inductie) als A C N de eigenschappen heeft dat 0 € A en dat
a€ A= S(a) e A, dan A=N.

Men kan bewijzen dat als ook (N';0’,5”) aan deze eigenschappen voldoet, er een
unieke bijectie f: N — N’ is zodat f(0) = 0, en zodat voor alle a € N geldt
f(S(a)) = S'(f(a)). In deze zin is (N,0,S5) eenduidig door Peano’s axioma’s
bepaald.

Voorts kan men dan, gebruikmakend van volledige inductie, bewijzen dat er
unieke afbeeldingen +: N X N — N en -: N x N — N bestaan zodat voor alle
a,b € N geldt:

P3) 0+a=uq;

(P4) S(a) +b=S(a+1b);
(P5) 0-a =0;

(P6) S(a)-b=ab+b.

Men definieert dan 1 = S(0), en dan kan men bewijzen dat het gegeven (N, 0,1, 4+, -)
aan alle eigenschappen (NO) tot en met (N11) van sectie voldoet.

De standaardmanier om, uitgaand van ZFC, een tripel (N,0,S) te maken
dat voldoet aan Peano’s axioma’s PO, P1 en P2, is als volgt. Laat A een ver-
zameling zijn als in het Axioma van Oneindigheid. Laat dan N de doorsnede
zijn van alle deelverzamelingen B van A met de eigenschap dat @ € B en dat
(X € B) = (X U{X} € B). Voor het bestaan van die doorsnede, gebruik het
Axioma van Machtsverzameling (om de machtsverzameling P(A) te krijgen), het
Afscheidingsaxioma (om de verzameling C' van de B € P(A) met de gewenste
eigenschap te krijgen), en nogmaals het Afscheidingsaxioma (om de deelverzame-
ling N van A te krijgen, bestaand uit die a die in alle B € C' zitten). Voor 0 € N
neemt men dan &, en voor X € N definiéert men S(X) = X U{X}. In deze
realisatie geldt bijvoorbeeld dat:

0=g,

1=15(0) =0U{0} = {a},

2=501)=1u{l} ={2,{a}},

3=15(2)=20{2} ={2,{9},{,{2}}},

4=503) =30 {3} ={9,{2},{2,{9}},{2,{2},{2,{2}}}}.

Het zal de lezer duidelijk zijn dat dit systeem als notatie voor getallen bijzonder
inefficiént is.
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X.3 De recursiestelling

Soms is het nodig functies met domein N recursief te definiéren. De volgende
stelling legt uit wat we hier precies mee bedoelen.

X.3.1 Stelling. Laat X een verzameling, x € X, en F: X — X een afbeelding.
Dan is er een unieke f: N — X z6 dat:

f(0) = x en voor alle n € N geldt f(n+1) = F(f(n)).

Bewijs. Het idee van het bewijs is simpelweg dat we de grafiek van f moeten
maken. Laat Y de verzameling zijn van alle deelverzamelingen I' C N x X met
de eigenschappen:

1. (0,z) € T}
2. als (n,y) €T, dan (n+ 1, F(y)) €I

Omdat N x X aan deze twee eigenschappen voldoet, is Y niet leeg. Laat nu f de
doorsnede zijn van alle elementen van Y. We gaan bewijzen dat f de gevraagde
functie is.

We bewijzen met inductie dat voor alle n € N er een y € X is met (n,y) € f.
Dit is duidelijk voor n = 0: voor iedere I' € Y geldt dat (0,z) € I, dus (0, z) € f.
Laat nu n € N, en neem aan dat (n,y) € f. Dan geldt voor alle T' € Y dat
(n,y) €T, en dus ook dat (n+ 1, F(y)) € T, en dus dat (n+ 1, F(y)) € f.

Nu bewijzen we met inductie dat voor alle n € N geldt dat er ten hoogste één
y € X ismet (n,y) € f.

Stap 1. Stel dat (0,y) € f met y # x. Dan is f \ {(0,y)} ook een element van Y.
Maar dan geldt (0,y) ¢ f, want f is de doorsnede van alle ' € Y, en dus bevat
in f\{(0,y)}. Deze tegenspraak bewijst dat er geen y € X is met y # x en
(0,y) € f.

Stap 2. Laat n € N, en neem aan dat er precies één y € X is met (n,y) € f. Stel
nudat ereeny € X ismet 3y’ # F(y) en (n+1,y') € f. Danis f\{(n+1,¥')}
ook een element van Y. Maar dan geldt (n + 1,9’) ¢ f, want f is de doorsnede
van alle ' € Y, en dus bevat in f\ {(n+1,y')}. Deze tegenspraak bewijst dat er
geen y' € X ismet y # F(y) en (n+1,y') € f.

We hebben nu bewezen dat f een functie van N naar X is. We hebben al
bewezen dat f(0) = x. We moeten nog bewijzen dat voor alle n € N geldt dat
f(n+1)=F(f(n)). Laat n € N. Dan is (n, f(n)) € f, dus geldt voor alleT' € Y
dat (n, f(n)) € T. Maar dan geldt voor alleI' € Y dat (n+ 1, F(f(n))) € I'. Dus
(n+1,F(f(n))) € f, hetgeen betekent dat f(n+ 1) = F(f(n)).

Nu moeten we nog bewijzen dat f de enige functie is met de gevraagde eigen-
schappen. Laat g: N — X een functie zijn met die eigenschappen. Dan is (de
grafiek van) g een element van Y, en dus geldt dat f C g. Maar dan geldt f =g
omdat f en g functies zijn. [ |

X.3.2 Gevolg. Laat X een verzameling zijn. Laat g: Nx X — X, en x € X. Dan
is er een unieke f: N — X met:

f(0) =z en voor alle n € N geldt f(n+1) = g(n, f(n)).

Bewijs. Laat F': N x X — N x X gegeven zijn door F(a,y) = (a + 1, 9(a,y)).
Vanwege de vorige stelling is er een unieke h: N — N x X met h(0) = (0, z),
en met, voor alle n € N, h(n + 1) = F(h(n)). Laat hy: N - Nen hy: N - X
gedefinieerd zijn als volgt: voor elke n € N geldt

h(n) = (h1(n), ha(n)).
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Dan geldt:

(h1(0)7h2(0)) = (O,.’E),
(Vn € N) : (hi(n+1),ha(n+1)) = h(n+1) = F(h(n)) = F(h1(n), ha(n)) =
= (ha(n) +1,9(h1(n), f(h1(n)))).

Met inductie volgt nu dat voor alle n € N: hy(n) = n. En dus geldt dat hy(0) = z,
en voor alle n € N: ha(n + 1) = g(n, ha(n)). Uit inductie volgt ook dat hy de
enige functie is met deze eigenschappen. [ |

faculteit Als eerste toepassing definiéren we de functie ‘faculteit’ van N naar N.
X.3.3 Definitie. Laat n — n! de unieke functie van N naar N zijn, met de

eigenschappen: 0! = 1, en voor alle n € N geldt (n+1)! = (n+1)-nl. (We passen
hier Gevolg toe, met X =N, z=1eng: NxN—=N, (a,b) = (a+1)b.)

X.3.4 Definitie. Voor n,k € N met £ < n definiéren we een rationaal getal door:

(1) = m

De getallen (Z) heten binomiaalcoéfficiénten.

binomiaalcoéfficient  Per definitie is (Z) in Q, maar uit Opgave [[1.1.16| volgt (Z) eN
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10.
12.
13.

14.

ANTWOORDEN EN UITWERKINGEN

Paragraaf I.1.

(d) Een verzameling van n elementen heeft precies 2" deelverzamelingen.
(a) niet waar;
(b) niet waar;
(c) niet waar;
(d) niet Waar;
(e)
(f)
A—@OfB:@OfA:B

Paragraaf I.2.

. (a) We laten eerst zien dat voor iedere z € Q\ (AN B) geldt dat ook

z € (Q\A)U((Q\ B). Stel dus z € Q\ (AN B). Er zijn twee mogelijkheden: ofwel

x ¢ Aofx e A In het eerste geval geldt z € 2\ A en dus ook z € (2\ A) U (2\ B).
In het tweede geval moet gelden = ¢ B (gezien onze aanname dat z € Q\ (AN B)).
Dus z € 2\ B en dan ook weer z € (2 \ A)U (2 \ B).

Nu laten omgekeerd zien dat als z € (2 \ A) U (2 \ B) dan ook z € Q\ (AN B). Laat
z € (Q\A)U(Q\ B). We weten dat z € Q\ A of z € Q\ B. In het eerste geval geldt
dat z ¢ A endusook z ¢ ANB, dusz € Q\ (AN B). Het geval z € Q\ B gaat net zo.
(a) 1,2l ={zeR:1< o <2}

(b) (0,3) ={z€eR:0< z <3}

Paragraaf 1.3.

1, (z—1)/(z+1), 1+ 2)/(1 —z).
(a) f(x) =2®> — Tz +T;
(b) 1/z 4+ V14 22/|z|.
{EVkr keN} {+/37/2+ 2kn : k € N}; @.
b% niet waar;

) niet waar;

) waar.

(
(
(c
(d

niet waar; niet waar

(b) B =(-5,-4], g~ (z) = 1/(z +5)

(a) B=R, g(z) = (3+)/T;

(b) B = [0,00), g(z) = —v/a;

(c) B=R\ {~1}, g(x) = (1 — 22)/(1 + 2);

(d) B =[0,1], g(x) = —v1—a7.

Zij f: A — B een bijectie en neem aan dat er twee functies g: B—> Aen h: B— A
bestaan met de eigenschap

glb)=a & f(a)=0>.

en
h(b)=a < f(a)=0.

voor elke a € A en b € B. We moeten bewijzen dat g = h. Zij b € B willekeurig. Dan

geldt f(g(b)) = b en ook f(h(b)) =b, en dus g(b) = h(b) omdat f injectief is.
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1.

14.
15.

10.

11.

13.

Paragraaf 1.4.

Paragraaf II.1.

Zij a € N met a # 0. We laten eerst zien dat ten minste één b € N bestaat met
a =0+ 1. Beschouw

A={0}U{neN:eriseen m € Nmet n =m+ 1}.

Blijkbaar 0 € A. Als n € A, dan zeker n € N, en dus n+ 1 € A. Volgens (N6) geldt nu
A =N. Aangezien a # 0, en ook a € A, iser een b € Nmet a =b+ 1.

Nu moeten we bewijzen dat ten hoogste één zo’n b € N bestaat. Neem aan dat a # 0,
ena=b+1ena=1" +1. Volgens (NO) geldt b+1=1+bend +1=1+V¥".
Bijgevolg 1 +b =1+ b en volgens (N3) geldt b =1b".

(n+1)*

StAP 1: Het getal 11° — 4% =1 — 1 = 0 is deelbaar door 7.

STAP 2: Stel dat 11™ — 4™ deelbaar is door 7 voor een natuurlijk getal n. Dan geldt:

gttt = 1111t -4 47
= 7-11"+4-11" —4-4"
= T7-11"+4(11" —4™).
Uit de inductieveronderstelling volgt dat 11™ — 4™ deelbaar is door 7, dus het getal
711" +4- (11" — 4™) is ook deelbaar door 7.
nee

In STAP 2 moeten we bewijzen dat voor elke n > 1 geldt: ‘als P, waar is dan is ook
P41 waar.” Maar de implicatie P; = P, is niet juist.

Paragraaf I1.2.

niet waar
Neem aan dat a = ¢ -b+7r" ena=¢q-b+r, waarbij ¢,¢' € Zen r,r" € Nmet r < |b| en
r’ < |b|. Zonder beperking der algemeenheid kunnen we ook veronderstellen dat
r—7r" > 0. Dan geldt

O=a—a=(q —q)-b+ (" —7).
Omdat r < |b] en r’ < |b| is 7 — 7’ een natuurlijk getal kleiner dan |b|. Aan de andere
kant is 7 — ' = (¢’ — q) - b 0ok een veelvoud van b. Hieruit volgt dat 7 —r' =0 en
bijgevolg ¢’ — g = 0, oftewel r =1’ en q = ¢’.
als » = 0 dan is het quotiént —q en de rest 0; als » > 0 dan is het quotiént —¢ — 1 en de
rest b —r.

Paragraaf I1.3.

Paragraaf I1.4.

Paragraaf III.1.

Aanwijzing: gebruik de ordening, en additieve inversen.

Paragraaf II1.2.

Aanwigzing: Gebruik de Archimedische eigenschap.

wn

chrijf z = y + (z — y) en pas de driehoeksongelijkheid toe.
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11.

12.

14.

15.

10.
11.

Paragraaf II1.3.

(a) supV =maxV =infV =minV = 0;

(b) supV =maxV =1, inf V =minV = —1;

(¢)supV =maxV =1, infV=minV = —1;

(d) inf V = 0, geen minimum, supV = maxV = 1/2;

(e) inf V =minV = —1, supV = v/2, geen maximum.

(a) De ongelijkheden volgen rechtsreeks uit het feit dat sup V' een bovengrens en inf V'
een ondergrens van V is.

(b) (=) Neem aan dat inf V =supV = z. Zij v € V willekeurig, dan z < v (want

inf V' is een ondergrens van V') en = > v (want sup V' is een bovengrens van V). Hieruit
volgt dat = v voor elke v € V en dus V = {x}.

(<) Deze implicatie is duidelijk.

Paragraaf IV.1.

. We tonen aan dat de rij uit Opgave [IV.1.1| (b) naar 1 convergeert. Zij e > 0

willekeurig. We moeten een N € N vinden z6 dat voor alle n > N geldt

—1 .
<
Er geldt
n | _In=-(+1|_ | 1 |_ 1
n+1 - n+1 T n+1l] n+l

Volgens Archimedische Eigenschap is er een N € N met N > % — 1. We laten zien dat
deze N als gewenst is. Kies n € N met n > N willekeurig. Dan geldt
1/(n+1) <1/(N+1) <e. Dus

n ‘ 1 < 1

P e S

lim a, =0
n— o0

Aanwijzing: Bewijs met volledige inductie dat a, = n als n even is, en a,, =n —2 als n
oneven is.

(a) Aanwijzing: Redeneer uit het ongerijmde.

Zij e > 0. Kies N1 € N z6 dat voor alle n > Ni geldt dat |z2n, — x| < €. Kies N2 € N z6
dat voor alle n > Ny geldt dat |zant1 — 2| < e. Kies N = 1 + 2max{Ny, Nao}. Kies

k > N wilekeurig. Er zijn twee mogelijkehden (1) k is even of (2) k is oneven. (1):
Laat k = 2n met n € N. Dan geldt n > N/2 > N; en dus

|zx — x| = |z2n — x| < €.
(2): Laat k = 2n + 1 met n > 1, dan geldt n > N/2 > Nj en dus
|CCk — IEl = |502n+1 — IEl <E.

Dit bewijst dat lim xx = .
k— o0
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Paragraaf IV.2.

. De rij (yn)n>o0 is begrensd. Kies M > 0 zodat |y,| < M voor alle n € N. Zij nu € > 0.

Omdat (zn)n>0 naar 0 convergeert kunnen we een N € N nemen zodat voor alle n > N
geldt dat |z,| < e/(M + 1). Dan geldt, voor alle n > N, dat
|Tnyn| < (e/(M +1))-M <e.

4. (b) niet waar
. (a) Beschouw de rijen a, = z, — = en b, =y, —y met n > 0.

(b) Schrijf
TnYn — Y = (Tn — 2)(Yn — Y) + (Y20 — 2Y) + (TYn — 7Y)
en gebruik (a) en Stelling [IV.2.1] (i) en (ii).

. (a) We bewijzen eerst dat lim %4—1 = 0. Zij € > 0 willekeurig. Kies N € N z6 dat
n— oo

N > % — 1; zo'n N bestaat volgens de Archimedische Eigenschap. Dan geldt voor elke
n>N

(NN B SRR S
n+1 T n+1 TN+1 T
Nu bewijzen we dat lim n+ 1 = co. Zij £ € R willekeurig. Kies N € N z6 dat

n— oo
N > €& —1; zo'n N bestaat volgens de Archimedische Eigenschap. Dan geldt voor elke
n>N

n+1>2N+4+1>E¢€.

Neem (an)nz0 = (1/(n+ 1)2)n>0 en (bn)n>o = (n+ 1)nx0. Volgens de rekenregels voor
limieten geldt

lim 1/(n+1)* = lim 1/(n+1)- lim 1/(n+1)=0-0=0
n—oo n— oo n— oo

en lim apb, = lim 1/(n+1)=0.
n—o0 n—o0
(b) Neem (an)nz0 = (=3/(n+ 1)), en (bn)nz0 = (1 + 1)nz0. Dan geldt

lim anb, = —3 want (anbn)>0 is een constante rij is met termen gelijk aan —3.
n—oo

(c) Neem (an)nz0 = (1/(n+1)),5 en(bn)nzo0 = ((n+ 1)2)n>0. Analoog als in (a)
kunnen we bewijzen dat lim (n 4 1)° = co. Dan geldt
n— o0

lim apb, = lim n+ 1= oco.
n—r oo n—oo

(d) Neem (an)nz0 = (—1/(n+1)),5 en (bn)nzo = ((n+ 1)2)n>0. Analoog als in (a)

kunnen we bewijzen dat lim (n 4 1)? = co. Dan geldt
n— o0

lim apb, = lim —n — 1 = —oco. Ook het bewijs dat lim —n — 1 = —oo is analoog als
n—o0 n—o0 n—o0

in (a)en lim —1/(n+1)=— lim 1/(n+ 1) = —1-0 = 0 volgens de rekenregels voor

n—oo n—0o0
limieten.
(e) Neem (an)nzo0 = ((=1)"/(n+1)),50 en (bn)nzo = ((n + 1)2)n>0. We bewijzen dat
—1)"
m (=1 = 0. Zij € > 0 willekeurig. Kies N € N z6 dat N > é —1; zo’'n N bestaat

volgens de Archimedische Eigenschap. Dan geldt voor elke n > N

S NI
pri ) e B R |

<e.

We laten nu zien dat lim (anb,) = lim (—1)"(n+1) # —oco. Neem { = —5, zij N € N

n—oo n—o0

willekeurig. Dan is n =2N > N en
(-D)"(n4+1)=(=1)""n+1)=n+1> 5.

Analoog kunnen we bewijzen dat lim (anb,) = lim (—1)"(n+ 1) # oo.
n— o0 n— oo

9. niet waar

10. Aanwijzing: gebruik de worteltruc:

\/97+x/?>) z—y

Ve vi=Wa - V() =

vy
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Paragraaf IV.3.

1. Neem een dalende naar beneden begrensde rij (bn)n>0. Noem b = inf,,>¢ b,,. Definieer

de rij (an)n>o0 door a, = —b,. Dan geldt (ay) is stijgend en naar boven begrensd. Er
geldt

sup a, = sup(—b,) = —inf b, = —b.

n>0 n>0

Met de Monotone Convergentiestelling volgt dat lim a, = —b. Uit de
n— o0
rekenregels voor limieten volgt

lim b, = lim (—an) = — lim a, = —(=b) =b.
n—oo n—oo n— o0

5. (¢) 1
Paragraaf IV .4.

1. Stap 1: Omdat elke nj een natuurlijk getal is geldt no > 0.
Stap 2. (I.V.) Neem aan dat nyx > k voor een bepaalde k € N. Omdat de rij (ng)ren

strikt stijgend is geldt
(I.V.)
Nk+1 >ng = k.

Hieruit volgt dat nx41 > k. Omdat ng41 en k natuurlijke getallen zijn volgt nu dat
ne+1 = k+ 1.

3. Zij (xn)n>o0 een convergente reéle rij, met limiet z. Laat € > 0. Er iseen N € N
zodanig dat |z, — x| < €/2 voor alle n > N. Voor alle m,n > N geldt dan

|Tn — Tm| = ‘(xnfx)+(xfxm)| <|on —z|+ |z —2m| <e/24¢e/2=c¢.

6. Neem aan dat hm ZTn = en zij (T, )k>o0 zijn deelrij. We bewijzen dat hm Tn, = .
Zije >0 W1llekeur1g We zoeken een N € N z6 dat voor alle k € N met k N geldt:
|xnk x| < e. Merk eerst op dat hm Tn = hm zr en dus khm Tr = x. Dus is er een
N € N z6 dat voor alle k > N geldt |:ck — m| < €. Maar uit Opgave volgt dat
ni > k > N en dus moet ook gelden dat |z,, —z| < e.

7. Hint: Kijk goed naar het bewijs van Stelling

9. Aanwijzing: Voor één richting kunnen we Opgave gebruiken. Voor de andere
richting kunnen we raden wat de limiet moet zijn. Toon aan, redenerend uit het
ongerijmde, dat dit inderdaad zo is.

10. Er zijn twee mogelijke uitwerkingen: (i) Omdat Cauchy-rijen in R convergent zijn geldt
dat a,b € R bestaan met hm Tn =aen hm yn = b. Volgens de rekenregels voor
convergente rijen geldt dat hm (xn + yn) =a+b. Derij (xn + yn)n>o0 is convergent en
dus een Cauchy-rij in R. (11) Zl_] € > 0 willekeurig. Kies N; € N z6 dat voor alle
n,m > Ni geldt |z, — zm| < /2. Kies No € N z6 dat voor alle n,m > N, geldt
|Yn — ym| < €/2. Definieer N = max{Ni, N2}. Dan volgt uit de driehoeksongelijkheid
dat voor alle n,m > N geldt:

|($n+yn)_(l‘m+ym)| < Im’ﬂ _$’m|+|yn_ym| <5/2+€/2:E.

12. De verzameling van alle rationale getallen is aftelbaar en dus kunnen we een aftelling
Q = {gn : n € N} nemen. Beschouw de rij (¢n)n>0. Zij = € [0, 1] willekeurig. Voor elke
k € N, k > 1 kies een ny € N met telkens ny > nr_1 en zodanig dat

1
|x7an| < E

Dan is (gn,, )k>0 een deelrij van (gn)n>0 met

lim gn, = .
n—o0
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10.

Paragraaf IV.5.

. Merk op dat wegens exp(x) exp(—z) = 1 volgt dat

exp(z) = 1 lim ——.
exp(—z) n—oo (1 _ g)

. Aanwijzing: Bewijs eerst dat er een N € N bestaat zodanig dat |z,| < 1 voor elke

n > N. Pas nu de ongelijkheid van Bernoulli toe (zie Opgave [I11.2.6)).

Laat x en y vaste reéle getallen zijn. We moeten aantonen

1m1@f%x+y)": mn(1+fﬁn.(y+£)7
n n n

n—oo n— oo

We delen (1 + z/n)(1+y/n) door (14 (z +y)/n):

(1+%)(1+%):(n+x)(n+y):1 Ty
1_|_IT+ZJ n(n+x+y) n(n+l‘+y).

Uit deze twee identiteiten en Opgave [[V.5.2] volgt nu dat

e” - eY

. Ty n
= (14
erty oo + nn+x+y)

Paragraaf V.1.

. (c) We bewijzen dat f continu is in elke ¢ > 0; als ¢ < 0 is het bewijs analoog en het

geval ¢ = 0 wordt in onderdeel (a) aangetoond.
Zij € > 0, we zoeken een ¢ > 0 z6 dat voor elke x € R met |z — ¢| < § geldt
|z? — 2| < e. Merk eerst op: als 0 < = < 2c dan

l2° =l =|z+c lr—c=@+c) |lx—¢ <3¢ |z —c
en
€
3c-lzr—cl<e & |z — ¢ < —.
3c

Kies 6 = min{c,e/3c}, we moeten nu laten zien dat de zo gekozen ¢ werkt.
Zij x € R met |z — ¢| < §. Omdat § < ¢ geldt er 0 < = < 2c¢, en dus

lz* — % < 3¢ |z — ¢ <3c-5<30~% =e.
ja
(a) waar
(b) niet waar
We bewijzen deel Stelling (iii). De andere gevallen kun je zelf proberen. Neem
aandat f: D — Ren g: D — R continu in het punt ¢ zijn. We tonen aan dat de
product functie h : D — R gegeven door h(z) = f(z)g(z), continu in het punt c is.
Hiervoor gebruiken we stelling V.1.4. Kies een willekeurige rij (zn)n>0 in D met de
eigenschap dat lim x, = c. Wegens Stelling V.1.4 is het voldoende om aan te tonen
n—o0

dat lim h(z,) = h(c). Merk op dat uit Stelling V.1.4 toegepast op f en g volgt dat

n—oo
lim f(zn) = f(c) en lim g(zn) = g(c). Uit Stelling IV.2.7 volgt dat
n— oo n—00

lim h(za) = lim (f(za)g(en)) = lim f(za) lim g(zn) = F(c)g(c) = he).

n—00 n—>00 n—00

Dit bewijst het gevraagde.

Zij ¢ € [a, b] willekeurig; we bewijzen dat f continu in c is. Zij € > 0 willekeurig. Kies
d=¢/(K+1); omdat K € Ryois K+ 1> 0en dusé > 0. Zij x € [a, b] willekeurig.
Als |z — ¢| < ¢ dan geldt

U@%ﬁ@ﬂgKMfd<KﬁzK?%T<a
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Paragraaf V.2.

4. (a) We bewijzen dat lin%) f(z) = 0. We moeten eerst aantonen dat 0 een
Tr—r
verdichtingspunt van (—1,1) is. Zij 6 > 0 willekeurig. Als § > 1 dan is
r=1/2€ (-1,1)\ {0} en |z -0 =1/2< 4. Als0< d <1danis
x=0/2€(—1,1)\ {0} en |z — 0] = /2 < §. We bewijzen nu dat lin% f(z) =0. Zijj
z—
e > 0 willekeurig. Kies § = 2007. Dan is 6 > 0 en voor alle € (—1,1) met « # 0 met
|z — 0] = |z| < & geldt
|f(x)—0[=[0-0]=0<¢;
merk op dat f(z) =0 omdat = # 0.
(b) Als f continu in 0 is dan moet volgens Stelling voor elke 1ij (Zn)nen in
(=1,1) met lim x, =0 gelden dat lim f (zn) = f(0) = 1. Neem z, = 1/(n+1). De
n—oo n— oo
rij (1/(n+1)),cy isin (=1,1) en lim 1/(n+ 1) =0 maar
n— oo

lim f(20) = lim f (%ﬂ) —041=£(0).

n—00 n—r00

Conclusie: f is niet continu in 0.

5. Merk eerst op dat 0 een verdichtingspunt van R\ {0}. Beschouw de rij (1/(n + 1)),,5,-
De rij is in R \ {0} en convergeert naar 0 maar -

(f (ni 1>)nzo = (n+1)n>o

is niet convergent. Conclusie de limiet bestaat niet.
11. “<«": Neem aan dat h?l f(z) = li£n f(z) = L. We tonen aan dat lim f(z) = L. Zij
zTc zlc T—c
€ > 0 willekeurig.
Uit de definitie van li%n f(x) = L volgt dat we een 01 > 0 kunnen we vinden zé dat voor
alle z € (a,b) met c— 0 <z <c: |f(x) — L| <e. (%)
Uit de definitie van hin f(z) = L volgt dat we een d2 > 0 kunnen we vinden z6 dat voor
alle z € (a,b) met ¢ < x < ¢+ d2: |f(z) — L| < e. (%) Definieer § = min{d, d2}. Kies
z € (a,b) z6 dat 0 < |z — ¢| < § willekeurig. We tonen aan dat |f(z) — L| < e. Er zijn 2
mogelijkheden: (i) z < ¢, (ii) z > ¢. (i) z < c. Uit dit en 0 < |z — ¢| < J volgt
c—6 <z <c Dusookc—0d1 <z <c Met () volgt |f(z) — L| <e. (ii) z > c. Uit dit
en 0 < |z —c| <dvolgt c <z <c+d. Dus ook ¢ < z < ¢+ d2. Met (x%) volgt
@) — L] <e.
In beide gevallen zien we dat |f(z) — L| < &. Dit bewijst het gevraagde. “ =": Neem
aan dat lim f(z) = L. We bewijzen dat h?l f(z) = L. Zij € > 0 willkeurig. Uit de
Tr—rc zjc
definitie van lim f(z) = L volgt dat we een ¢ > 0 kunnen vinden z6 dat voor alle
r—rc
z € (a,b) met 0 < |z — | < § geldt dat |f(z) — L| < . Kies = € (a,b) met
¢ < x < ¢+ 6 willekeurig. In het bijzonder geldt dat 0 < |z — ¢| < d. Dus ook
|f(z) — L| < e. Het bewijs dat ligl f(z) = L gaat net zo.

15. Gebruik Gevolg[V.2.16]

Paragraaf V.3.

2. Zij € > 0 willekeurig. Neem ¢ = ¢/5. Dan is § > 0 en voor elke z,y € R geldt: als
|z —y| < § dan

3
/(@) = f(y)| = |52 =Byl = 5lz —y| <56 = 5= =-e.
3. Neem e = 1. Kies ¢ > 0 willekeurig. We zoeken z,y € (0,1) z6 dat |z —y| < § en
|f(z) — f(y)] > e. Kies N > 126 dat 1/N < 4. Neem = = ﬁ eny = ﬁ Dan volgt

1 1
< =<9

1 1
|x7y|_’N+17N+2‘_ (N+1)(N+2) °N
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11.
13.

en [f(x) = fW)|=IN+1-(N+2)=1=e

. Aangezien f en g begrensd zijn kunnen we M, M2 > 0 vinden z6 dat voor alle z € A

geldt dat |f(z)| < M; en |g(x)| < Ma. Zij e > 0 willekeurig. Aangezien f uniform
continu is kunnen we een d1 > 0 vinden z6 dat voor alle z,y € A met |x — y| < 61 geldt
dat |f(z) — f(y)| < 357;- Wegens de uniforme continuiteit van g vinden we een d2 > 0
z6 dat voor alle z,y € A met [z —y| < d2 geldt dat |f(z) — f(y)| < 55, Definieer

0 = min{d1,d2}. Kies z,y € A met |z — y| < J. Uit de driehoeksongelijkheid en
bovenstaande volgt dat

|h(x) — h(y)| = |f(2)g(x) — f(y)g(y)l
< |f(@)g(x) — f(x)g(y)| + |f(x)g(y) — f()g(y)l
= f@)|g(=) = g)| + lgW)| 1 f(x) — f(y)]

15 &
M, —=— + M.
Y VA Y VA

=E&.

Aanwijzing: Neem een rij (n)n>1 in (0,1] met lim z, = 0. Toon aan dat (f(zn))n>1
n— o0

een Cauchy-rij is. Met de volledigheid stelling geeft dit een kandidaat voor een limiet

Paragraaf V.4.

Het domein van f is geen interval.

. Beschouw de functie f : [-2, —1] — R gegeven door f(z) = 2® + 3z + 5. Uit de

rekenregels voor de continuiteit volgt dat f continu is. Omdat f(—2) = -9 <0 en
f(=1) =1 > 0 volgt uit de Nulpuntstelling dat er ten minste één x € [—2, —1] is met
f(xz) = 0. Om aan te tonen dat geen ander nulpunt van f bestaat is het voldoende om
te laten zien dat f een strikt stijgende functie is. Laat z,y € [—2, —1] zijn met z < y.
Dan geldt 2 —4® = (x —y)(z* + 2y +y?) < Oomdat z —y < 0 en 2% + 2y + 9> > 0, en
dus 2® — 3® < 0. Hieruit volgt dat ® + 3z + 5 < ¢y + 3y 4+ 5 en de functie f is strikt
stijgend.

(a) 1, —31/64, —1

(a) waar

(b) niet waar

Hint: Gebruik de Tussenwaardestelling voor de functie g : [a,b] — R gegeven door
9(z) = f(z) — .

Gebruik Gevolg

(a) De functie d is gegeven door d(t) = \/(x — )2+ (y— f(t))2 De continuiteit volgt
onmiddellijk uit de rekenregels voor de continuiteit en het feit dat de wortel-functie
continu is.

(b)

d(t)

Il
8
I
~+
~
[
_|_
N~
<
I
~
—~
~
~—
~
)

VARV
=
|
=
8
VN,V

Il

2
=

8
N

(c) Een continue functie op een gesloten interval neemt een minimum en een maximum
aan op dit interval.

(d) Zij d(to) het minimum op I = [z — |y — f(z)|,z + |y — f(z)|]. Alst ¢ I dan

|l —t| > ’y f(z)], dus volgens (b) d(t) > d(x). Maar d(to) < d(z) want € I en d(to)
is de minimale waarde van d op I, dus er geldt ook d(t) > d(to).

Paragraaf V.5.

Herinner uit het bewijs van Stelling dat €Y >= 1+ y voor alle y € R. Met
y = Inz volgt dat © = ™ ® > 1 + Inz. Hieruit volgt Inz < = — 1. Indien we nemen
y =1In(1/z) = —Inz volgt dat 1/z = e~ ™* >=1 — Inz. Hieruit volgt Inz <11
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10.
12.

15.

(a) Gebruik

2n n+1ln+4+2
) =t

ln2:1n(— 2n )
n n n+1 2n —1

en de rekenregels van de logaritme.

. (a) Hint: Gebruik Inz = 21In(y/z) en Opgave

Paragraaf VI.1.

Paragraaf VI.2.

. (a) We gebruiken het Limietkenmerk met de convergente reeks >~ ]% (zie Voorbeeld

VI.2.6). Merk op dat

-3
im YU D gy Ly
Jj—oo 1/]3 j~>oo]_—|—]_/]3

Het Limietkenmerk geeft dus dat Z]O';O ]3% ook convergent is.

(c) We gebruiken het Quotiéntenkenmerk. Er geldt
3n+1

. ((n+ 1) 43n+1)5%= . (n+1)¥+3n+1)3 3
lim 3w = lim - =
n—seo (n® 4 3n) o5 n—oco n8 4+ 3n 4 4

Uit het Quotiéntenkenmerk volgt dus dat de reeks > oo (n® + Sn)% convergent is.

Hint: Gebruik het Quotiéntenkenmerk.

(a) Neem aan dat L < 1. Kies 7 € Rz6 dat L < r < 1. Omdat lim {/a; = L bestaat er
J—>0o0

een N € N z6 dat /a; < r voor alle j > N. Ofwel a; < v’ voor alle j > N. Aangezien
%o 7 convergent is, volgt uit het Majorantenkenmerk dat 2520 a; convergent is.

Gebruik Stelling
Paragraaf VI.3.

(a) convergent maar niet absoluut convergent

(b) convergent maar niet absoluut convergent

(c) absoluut convergent, dus ook convergent

(d) niet convergent, dus ook niet absoluut convergent
(a) Gebruik voledige inductie.

(b) Gebruik onderdeel (a) en Opgave [V.5.4}

Zij s = Z;io aj. Zij € > 0. Kies N1 € N zo groot dat

oo

E laj| < e/2.

j=N+1

Laat In = {0,1,...,N}. Kies M zo groot dat Iy C o(Ia). Zij n > M. Wegens
o(ln) = In U (o(In) \ In) volgt

n
‘Zaamfs‘:‘Zaqu Z ajfs‘
=0

Jjeln j€o(In)\IN
o0
S| wft] T
J=N+1 j€a(In)\IN
o0
< > gl D> ayl
J=N+1 j€a(In)\IN
(4) >0
<2 Z |aj|<z-:,
j=N+1

Antwoorden en Uitwerkingen

157



11.

waar we o(I,) \ In € N>n41 gebruikten in (i).

Paragraaf VII.1.

. Voor n =1 is de bewering waar: Als f(z) = z en x € R willekeurig dan geldt

f'(x) = lim f) = fz) = lim t-z

t—x — X t—HL‘tf(L'

=1 en 1.2t =1

(I.V.) Neem aan dat voor een zekere n > 1 geldt dat f(x) = 2™ differentieerbaar is op
R, met afgeleide f'(x) = na""'. Laat f(z) = 2"*'. Merk op dat f(x) = 2™ - 2. De
functie f1(z) = 2™ is volgens de (I.V.) differentieerbaar op R met afgeleide

fi(z) = nz" ™', en we hebben al bewezen dat fo(x) = x ook differenticerbaar is op R
met afgeleide f5(x) = 1. Volgens de rekenregels voor de afgeleide (productregel) is dan
f = fi- f2 ook differentieerbaar op R met afgeleide

fl@)=nz""" z4+2" - 1=nz" +z" = (n+1z".

a) niet differentieerbaar
b) differentieerbaar

(

(

(a) 1/24/1+ =z

(b) 1/4/1+ V1 +zyT+x
(

(

)18/ 1+ VIi+VIi+z/1+VI+a/I+z

a) Beschouw de rijen (1/n)n>0 en (—1/n)n>0. Beide rijen convergeren naar 0, maar

(€0 R ) NN | V2 | S VO

en
o SEUM = FO) = nl =0l e
n— 00 —l/n—() n—o0 —l/n—O n— oo —1/n

Hieruit volgt dat lims_o niet bestaat. De functie f(z) = |z| is dus niet
differentieerbaar in 0.

(b) We berekenen

o F@ = FO) _welal =0 _w-lal
z—0 x — z—0 rz—0 z—=0 T

|z[—10]
0

T —

= lim |z| = 0.
z—0

De functie f(z) = z - |z| is dus differentieerbaar in 0 met afgeleide f’(0) = 0.
(i) en (ii): Deze eigenschappen volgen uit de rekenregels voor limieten. (iii) Er geldt,

f(zo +h)g(zo + h) — f(z0)g(x0)
h

_ (f@o+h) — f(=0))g(wo + h) N f(@o) (9(wo + h) — g(wo))
h h ’
zodat, met behulp van de rekenregels voor limieten,

i L @0+ M)g(@o + h) — f(z0)g(wo0)
h—0 h

. (f(zo +h) — f(x0))g(zo + h) N f(zo)(g(zo + ) — g(0))
T oo h h
= f'(w0)g(zo) + f(x0)g' (z0).

(iv) Er geldt

lim 9@ 1) = 1/gl@o) _ 5, (g(xo)—g(mﬁh) 1 )

h=0 h h—0 h " g(wo)g(zo + h)

, 1
=9 @) G

(c) Aanwijzing: Vind eerst de rationale oplossingen van f(x) = —39/32.
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14. (a) Zonder beperking der algemeenheid kunnen we aannemen dat f'(0) > 0. Omdat f’
continu is, is er een d > 0 z6 dat f'(x) > 0 voor elke z € (—d, d). De functie f is dus
strikt stijgend op (—d,d) en we kunnen Stelling toepassen.

(b) Volgens de rekenregels voor de afgeleide is f differentieerbaar in elke x # 0 met
f(x) =1—2cos(1/x) + 4z sin(1/x). Als x = 0 gebruiken we de definitie van de
afgeleide: ,

£(0) = tim EF22SmA/T) (44 2psin(1/a) = 1.

z—0 x z—0
Omdat lin% f'(x) niet bestaat, is f niet continu in 0 en dus is f niet continu
r—r

differentieerbaar.

We laten nu zien dat f op geen open interval rond 0 inverteerbaar is. Zij (—d, d)
willekeurig. Vind k € N z6 dat 1/(2k7w) < d. De punten z = 1/(2k7) en

y =1/(2(k + 1)7) liggen in het open interval (—d,d) en f'(z) = —1 en f'(y) = 3.
Omdat f’ continu is op (y, ) volgt er dat f niet injectief is op (—d,d) (f is stijgend
rond y en dalend rond z) en dus ook niet inverteerbaar.

Paragraaf VIIL.2.

3. Aanwijzing: Toon eerst aan dat er een nulpunt is met behulp van Stelling [V-4:3] Leid
uit Stelling af dat de functie z +— 27 4+ 2° + 2® + 1 van strikt stijgend is en
concludeer hieruit dat er precies één nulpunt is.

4. Laat t1 < --- < ¢ty de nulpunten van f zijn. Omdat f differentieerbaar is op [a, b], en
dus op ieder van de N — 1 intervallen [t;,t;41], geeft de stelling van Rolle punten
sj € (tj,tj4+1) waarvoor f'(s;) =0 (j=1,...,N —1). Aangezien de intervallen
(t;,tj+1) nergens overlappen, zijn alle s; verschillend.

6. Aanwijzing: gebruik de middelwaardestelling.

7. (i) Kies xo en z1 in [a,b] met xo < x1 willekeurig; we moeten aantonen dat
f(xo) < f(x1). Als 9 = x1 dan is dit duidelijk, dus mogen we aannemen dat zo < z1.
Volgens de Middelwaardestelling is er een punt & € (2o, z1) met de eigenschap dat

f,(f) _ f(@1) — f(xO)7

Tr1 — X0
en omdat volgens aanname f'(£) > 0 is, volgt hieruit dat
flz1) = f(@o)
X1 — Xo

Wegens 1 > xo impliceert dit f(z1) — f(zo) > 0.

(ii) Wegens (i) is f stijgend. Stel dat f niet strikt stijgend is. Dat betekent dat er
punten zo en 1 in [a, b] bestaan met xo # z1 en f(zo) = f(z1). Maar omdat f
stijgend is volgt hieruit dat f constant is op het interval [zo,z1]. Dus is f'(£) = 0 voor
alle £ € (zo, 1), hetgeen in tegenspraak is met de aanname dat f'(x) > 0 voor alle

z € (a,b).

(iii) Pas (i) toe op de functies f en —f.

Paragraaf VII.3.

1. Hint: Herinner eerst de definitie van z“ uit Paragraaf

Paragraaf VIII.1.
4. (a) Zij P = {zo,x1,...,zn} een willekeurige partitie van [a,b]. Omdat f een constante
functie is geldt voor elke i = 1,...,n dat
m; =inf{f(z) :zi-1 <z < a1} =sup{f(z) rzic1 <z <z} =M, = M.

Hieruit volgt dat L(f, P) =U(f,P) = M(b—a).
(b) Dit volgt onmiddellijk uit het bovenste onderdeel.
5. Aanwijzing: Bedenk dat 3°7_, k* = n(n+ 1)(2n + 1)/6.
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11.

12.

ot

10.
11.
13.

k/n
Hint: Gebruik de partitie P = {zo, ..., 2} met z; = a(b) voor k=0,1,...,nen

gebruik Opgave

Neem aan dat een ¢ € [a, b] bestaat met f(c) > 0; we laten zien dat fab f(z)dz > 0. Zij
e = f(c)/2 > 0. Omdat f continu is, bestaat voor deze € een § > 0 z6 dat voor elke

x € [a,b] met |z —c| < 6 geldt |f(z) — f(c)] < e. Kies s,t € (a,b) z6 dat ¢ € (s,t) en
(s,t) C (¢ —d,c+ 0). Dan geldt voor elke z € (s,t) dat f(z) > f(c) —e = f(c)/2 > 0.
Hieruit volgt dat voor de partitie P = {a, s,t,b} van [a, b] geldt

L(P,f) 2 (t—s)f(c)/2 > 0. Omdat f integreerbaar op [a, b] is volgt fab f(z)dx > 0.
We kregen een tegenspraak, dus f(z) = 0 voor elke = € [a, b].

1

Paragraaf VIII.2.

Hint: Gebruik U(P,Af) = AU(P, f) en L(P,\f) = AL(P, f).
Gebruik Stelling
(a) Gebruik Stelling

Paragraaf VIII.3.

Paragraaf IX.1.

Laat f: D — Ren f, : D — R met n > 1 functies zijn. Neem aan dat f, — f. We
bewijzen dat f, = f. Kies ¢ € D en € > 0 willekeurig. Aangezien f, — f kunnen we
een N € N vinden z6 dat voor alle n > N en voor alle x € D geldt dat

|f(z) = fu(@)| <e.

In het bijzonder zien we dat voor alle n > N geldt |f(c) — fn(c)| < €. Aangezien € > 0
willekeurig was, volgt dat lim,— fn(c) = f(c). Aangezien ¢ € A willekeurig was, volgt
dat fn B 1.

. (a) niet waar

(b) niet waar
Zij e = . Kies N € N willekeurig. Kies n = N. Dan geldt |f.(1/n) — 0| =

10

u
fn 7 0.
Zij e > 0 willekeurig. Kies N € N z6 dat N > 1. Kies z € [-1,1] en n > N willekeurig.
Dan volgt:

1
5 > € Dus

1

a 1
N

[fn(@) = f@)] = = < ~ < €.

S|

Dus fn %0

(a) waar; f is de constante functie f(z) =1 voor elke z € R

(b) niet waar

(a) waar; f is de nulfunctie

(b) Aanwijzing: Om te bewijzen dat de rij naar de nulfunctie uniform convergeert,
bepaal eerst extremen van elke fy,.

Gebruik Stelling
Neem bijvoorbeeld f,(x)
Aanwijzing:

(d) Neem fn,gn: R — R gedefinieerd als volgt: fn(z) =z en gn(z) = 1/n voor elke
n € Nen elke x € R.

_ 1
T nlz|+1

Paragraaf IX.2.

Zij x € D. Aangezien voor elke j > 0, |g;(z)| < M; volgt uit het majorantenkenmerk
dat de reeks > g;(x) (absoluut) convergent is en voor elke k > 0 geldt dat

Yok 95(@)| < 3072441 M;. Definieer f: D — Roals f(z) = 3772 g;i(x). We
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beweren dat " g; uniform naar f convergeert. Kies e > 0 wilekeurig. Kies
j=0 93 g g
n>0

N € N zé dat Z;‘;NH M; < e. Er volgt dat voor alle n > N en x € D geldt dat

Yo r@|=| X a@|< 3 <

=0 j=n+1 j=n+1
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