Uitwerkingen I1.1
Opgave 11.1.1
Laat ¢ € N met a # 0. Bewijs uit de axioma’s dat er een unieke b € N is met
a=b+1.

UITWERKING:
Zij a € N met a # 0. We laten eerst zien dat ten minste één b € N bestaat met
a = b+ 1. Beschouw

A={0}U{neN:eriseen m e Nmet n =m+ 1}.

Blijkbaar 0 € A. Als n € A, dan zeker n € N, en dus n + 1 € A. Volgens (IN6)
geldt nu A = N. Aangezien a # 0, en ook a € A, iser een b € N met a = b + 1.

Nu moeten we bewijzen dat ten hoogste één zo'n b € N bestaat. Neem aan dat
a#0,ena=>b+1ena=">+1. Volgens (NO) geldt b+1=1+bend' +1=1+¥.
Bijgevolg 1 +b =141 en volgens (N3) geldt b =b'.

Opgave I1.1.5.(b)
Bewijs met behulp van Volledlge inductie dat voor alle natuurlijke getallen n > 1
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UITWERKING:
STAP 1: Voor n =1 geldt
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STAP 2: Laat n > 1. Neem aan dat voor een zekere n > 1 geldt:
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(dit is (LV.)).
Dan geldt:
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Lje mag ook eerst de linkerzijde schrijven als Z %, en hiermee verder rekenen.
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We hebben bewezen dat als de bewering waar is voor een n > 1 dan is hij ook waar
voor n + 1. Volgens het Principe van Volledige Inductie is de bewering waar voor
elkene N, n>1.

Opgave I1.1.8.
Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor elk natuurlijk getal n > 4 geldt
nl > 2"

UITWERKING:
STAP 1: Voor n = 4 geldt n! = 4! =4-3-2 =24 en 2" = 2* = 16 dus inderdaad
24 > 16 dus de bewering is waar voor n = 4.
STAP 2: Zij n > 4 en neem aan dat geldt n! > 2™ (dit is (I.V.)). We bewijzen dat
(n+1)! > 2n+t,

Er geldt

1.V
(n+l=(mn+1)-n > (n+1)-2">2.2" =2"t

de laatste ongelijkheid geldt omdat n >4 >2endusn+1 > 2.
Volgens het Principe van Volledige Inductie voor elk natuurlijk getal n > 4 geldt
n! > 2",

Opgave I1.1.9.

Bewijs met behulp van volledige inductie dat voor elk natuurlijk getal n het getal
11™ — 4™ deelbaar is door 7.

UITWERKING:

STAP 1: Het getal 11° — 4% =1 — 1 = 0 is deelbaar door 7.
STAP 2: Stel dat 11™ — 4™ deelbaar is door 7 voor een natuurlijk getal n. Dan
geldt:
1t —getl = 11117 — 447

= 7-11"+4-11" —4-4"

= 7-11"4+4(11" —4™).
Uit de inductieveronderstelling volgt dat 11™ — 4™ deelbaar is door 7, dus het getal
7-11" +4 - (11™ — 4™) is ook deelbaar door 7.



