IV.2  Eigenschappen van convergente rijen

In deze paragraaf bespreken we enkele technieken om aan te tonen dat limieten
bestaan en om ze te berekenen.

Rekenregels voor We leiden enkele eigenschappen van convergente rijen af. Deze stellen ons in staat
convergente rijen op een eenvoudige manier limieten te berekenen zonder terug te moeten gaan naar
de oorspronkelijke definitie .

IV.2.1 Stelling (Rekenregels voor Limieten). Laat (,,)n>0 €n (Yn)n>0 conver-

gente rijen zijn met lim x, = x en lim ¥, = y. De volgende uitspraken gelden:
n—oo n—oo

(i) De rij (x5, + yn)n>0 is convergent en ILm (Tn +yn) =2 +y.
n oo
(ii

)

) Als o € R dan is de rij (ax,,),>0 convergent, en nh_}rrgo oax, = Q.
(iii) De rij (xnyn)n>0 is convergent en 7}1—{20 Tpln = TY.

)

)

)

1 1
(iv) Als z #0, dan is (%)n>o convergent en lim — = —.
n /= n—o00 I, T

(v) De rij (Jzn|)n>0 is convergent, en lim |z,| = |z]|.
n— oo

(vi) Alsereenk > 0is zé dat x, <y, voor alle n >k, danis x < y.

Bewijs. (i): Merk eerst op dat

[(@n +yn) = (2 +9)| = [0 = 2) + (Yo —y)| < [(@n —2)| + (Y0 — y)I.

Laat ¢ > 0. Neem Nj en Ny in N z6 dat |z, — x| < £/2 voor alle n > N; en
|yn —y| < €/2 voor alle n > Ny. Kies N = max{Ny, No}. Met de opmerking aan
het begin van het bewijs volgt dat voor alle n > N geldt:

(T +yn) — (z+y)| <e/2+e/2=¢.
(ii): Het geval o = 0 is duidelijk. Zij a # 0. Laat ¢ > 0. Kies N € N zo groot
dat voor alle n > N geldt |z, — x| < &/|a|. Voor alle n > N geldt dan
€

laz, —azx| = |al|z, — x| < \a|m =e.

(iii): Merk eerst op dat uit de drichoeksongelijkheid volgt dat
[Zayn — Y| < [Tnyn — Tyl + |20y — 2yl = [2nllyn — Yl + |yllzn — 2. (IV.1)

We zullen de beide laatste termen afschatten.

Wegens Propositie IV.1.6 geldt dat (x,,),>0 een begrensde rij is. Zij M > 0
z6 dat voor alle n > 0 geldt |x,| < M. Zij € > 0 willekeurig. Kies N; € N z6 dat
voor alle n > Ny geldt |z, — 2| < %‘y‘lﬂ. Kies Ny € N z6 dat voor alle n > N»
geldt! |y, —y| < %ﬁ

Neem N = max{Ny, No}. Met (IV.1) volgt dat voor alle n > N geldt dat

1 e 1 € €
+ 1yl <s+5=e

13
nYn — <M T, 4
[onyn = wy| < 2ly[+1 27" 2

2M +1
(iv): Merk op dat
1 1

Tn T

T—xp| |12y

(IV.2)

van | ol fan]

IMerk op dat y of M gelijk aan nul zouden kunnen zijn. Daarom schrijven we |y| + 1 en
M + 1 in de noemer.
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Insluitstelling

Voorbeelden

Zij e > 0 willekeurig. Kies N7 € N zo groot dat |z, — x| < |z|/2 voor alle n > Nj.
Dan volgt voor alle n > Ny dat
_ _ _ =]
2| = |zn + (2 — 20)| < 2| + |2 — 20| < 2| + 5
Hier zien we dat |z,| > |x|/2 voor alle n > Nj. In het bijzonder is z, # 0 voor
alle n > Nj.
Kies Ny € N zo groot dat |z, — z| < &|z|?/2 voor alle n > N,. Neem
N = max{Ny, No}. Met (IV.2) volgt dat voor alle n > N geldt:

1 1

T, T

elz?/2
|| - [a]/2

(v): Zie Opgave TV.2.1.
(vi): Beschouw de rij (2,,)n>0 gegeven door z, = x, —y, en definicer z = z—y.
Dan geldt z, < 0 voor alle n > k. Verder volgt uit (i) en (i) dat (zn)n>0

convergent is met lim 2, = z. Het voldoet te bewijzen dat z < 0. Zij e > 0
n—oo

willekeurig. Kies N > k z6 dat voor alle n > N geldt |z, — z| < e. Dan volgt
voor alle n > N dat
z2<z—z, <|z—2z,| <e.

Aangezien ¢ > 0 willekeurig is, volgt dat z < 0. |

De volgende stelling stelt ons in staat met behulp van bekende convergente rijen
limieten van meer ingewikkelde rijen te vinden.

IV.2.2 Stelling (Insluitstelling). Laat (z,,)n>0, (Yn)n>0 €n (2n)n>0 reéle rijen
zijn met x,, < Yy, < 2, voor alle n > 0. Neem voorts aan dat de rijen (z,,)n>0 €n
(2n)n>0 convergent zijn met limiet @ € R. Dan convergeert de rij (Y, )n>0 eveneens,
met limiet a.

Bewijs. Laat ¢ > 0. Kies Ny € N z6 dat |z, — a| < ¢ voor alle n > N;. Kies
Ny € N z6 dat |z, —a| < € voor alle n > No. Noem N = max{Ny, No}, dan geldt
voor alle n > N dat

a—&<Tp <Yn < 2p <a+e,

en dus ook |y, —a| <e. |

We beginnen met een voorbeeld van een toepassing van de insluitstelling.

IV.2.3 Voorbeeld. Beschouw de rij ((sinn)/n),>1. Voor elke n > 1 geldt:

en ook geldt lim —1/n =0 = li_>m 1/n. Volgens de Insluitstelling geldt dus
n—oo n o0

nlirrgo(81n n)/n = 0. _m

1
IV.2.4 Voorbeeld. Uit de rekenregels voor limieten en lim — = 0 volgt dat

n—oo N
. 2n7 + 3n5 + 2n* 24342 24040 2
lim 2o O I gy STt et ==
n—soo 3nT4+nt+n noo 34+ L+ 1T 34040 3
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Ten slotte nog enkele bijzondere limieten die we in een stelling formuleren.

IV.2.5 Stelling.
(i) ZijpeNenz € R met |z| <1. Dan geldt lim nPz" =0.
n—oo
(i) Zija > 0. Dan geldt lim ({/a),>1 = 1.
n—oo
(iii) Er geldt lim Yn=1.

Bewijs. (1): Wegens Opgave IV.2.1 (c¢) voldoet het om 0 < z < 1 te beschouwen.
Het geval x = 0 is duidelijk. Neem aan 0 < x < 1. Definieer y = **/x en
zn = (ny™)P, n > 1. Dan geldt 0 < y < 1, en voor alle n > 1 geldt

nPa” = nPy Pt = pPyPyn = 5 4

Bewering: (zn)n>1 is begrensd. Kies h > 0 z6 dat % =1+ h. Uit de ongelijkheid

van Bernoulli volgt dat
1

yn
We zien dus dat voor alle n > 1 geldt

= (1+h)">1+nh.

Hieruit volgt dat 0 < (ny™)P < h™P voor alle n > 1, en dit bewijst de bewering.
Uit Stelling IV.1.8 volgt dat lim y™ = 0. Als we dit combineren met Opgave
n—oo

IV.2.2 dan vinden we lim z,y" = 0, en dit geeft het gevraagde.
n— oo

(ii): Neem eerst aan dat a > 1. Dan geldt {/a > 1. Zij n > 2 willekeurig.
Schrijff a =a-1---1 met n — 1 maal een 1. Met behulp van de Ongelijkheid van
het Rekenkundig en Meetkundig Gemiddelde (zie Opgave I11.2.19) volgt dat

Va— Vatigttoh _enlyy
n

n

+1

n

n J— 1 M n P
Stel nu 0 < a < 1. Er geldt {/a = vars We weten dat nh_)rrgo Y/1/a=1. Dus
uit de rekenregels voor limieten volgt dat ook in dit geval geldt:

Aangezien lim a4 +1 =1, volgt uit de insluitstelling dat lim /a = 1.
n—o0 n—oo

=1.

1
lim {/a = lim

n—00 n—00 <"/1/(l

(iii): Zie Opgave IV.2.7.

Opgaven

1. (a) Bewijs Stelling IV.2.1 (v).
(b) Geef een voorbeeld van een divergente rij (zy)n>0 26 dat (|zn|),>, conver-
geert.

(¢) Toon aan dat lim z, = 0 dan en slechts dan als lim |z,| = 0.
n—roo n—oo
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# 9.

#10.

11.

12.

13.

. Gegeven zijn de reéle rijen (z,)n>0 €0 (Yn)n>0. Toon aan: als lim z, = 0 en

n— 00
(Yn)n>0 is begrensd, dan geldt lim z,y, = 0.
n— oo

Stel lim z, =x enx # 0, en lim y, = y. Toon aan dat lim LI
n—o00 n—00 n—00 Ty X

(a) Zij (zn)n>0 convergent en (y,)n>o divergent. Toon aan dat (z, + Yn)n>0
divergeert.

(b) Bewijs of weerleg: de som van twee divergente rijen is divergent.

. Deze som geeft een ander bewijs voor Stelling IV.2.1 (iii). Laat (2,,)n>0 ent (Yn)n>0

rijen zijn met lim x, =z en lim y, =y.
n—oQ n—oo

(a) Laat met behulp van de definitie zien dat lim, oo (2, — 2)(yn —y) = 0.

(b) Toon aan dat lim z,y, = xy.
n—oo

. Construeer reéle rijen (an)n>0 en (by)n>0 met lim a, = 0en (b, )n>o is divergent

n— 00

en z6 dat
(a) nlgrolo anby, = 0;
(b) nlgr;o anby, = —3;
(¢) lim anb, = oc;

n—oo
(d) nl;rgo anby, = —o0;
(e) De rij (anbn)n>0 is divergent en lim a,b,, # co en ook lim a,b, # —oc.

- n— oo n—oo

Bewijs Stelling IV.2.5 (iii). Hint: schrijf n = /ny/n-1---1 met n — 2 maal een 1
en redeneer als in Stelling IV.2.5 (ii).

. Laat (an)n>0 een reéle rij zijn. Neem aan dat lim a, = a # 0. Wat kan men

n—oo
. An+1
zeggen over lim ?
n—0o0 O,

Laat (an)n>0 en (by,)n>o reéle rijen zijn. Bewijs of weerleg: als lim a,b, = 0 dan
f = n—oo

lim a, =0 of lim b, = 0.
n— o0 n— o0

Zij (an)n>o de rij gegeven door a, = v/n+ 1 —y/n. Toon aan dat lim a, = 0.
n— oo
Bewijs dat rijen met de volgende termen convergeren en bereken hun limieten.

n’ +3 2" 4 n? sin(n) n/ 5 n!
() s ) s (9 22 (@) Ve (o) o

(a) Zij (an)n>o0 een convergente rij met lim a, = a. Toon aan dat
n— o0

a+a+--+ap,

lim =aq (%)

n—00 n

(b) Verzin een rij (an)n>0 26 dat de limiet in (%) bestaat, maar (an)n>0 divergent

1S.

1 1
Zij k € N. Bewijs lim — <Z> ==
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