V1.2 Reeksen met positieve termen

Majorantenkenmerk

In deze paragraaf kijken we naar reeksen Z;‘;o a; met a; > 0 voor alle j € N.

Merk op dat in dit geval voor de rij van parti€éle sommen s,, = Z;;O aj met n > 0,
geldt dat
Sp <81 <8< ...

Dus de rij van partiéle sommen is stijgend. Uit Stelling IV.3.3 en Propositie IV.1.6
weten we dat zulke rijen convergeren precies wanneer ze naar boven begrensd zijn.

VI1.2.1 Propositie. Zij (a;);>0 een rij met a; > 0 voor alle j € N. Dan geldt
Z;‘;O a; is convergent dan en slechts dan als de rij van partiéle sommen naar boven
begrensd is.

Een belangrijk gevolg is het volgende vergelijkingskenmerk.

VI.2.2 Stelling (Majorantenkenmerk van Weierstrass). Als voor de rijen (a;);>0
en (bj)j>0 geldt dat 0 < a; < b; voor alle j € N, en als Z(;io b; convergent is, dan
is ook 3777 a; convergent.

Bewijs. Laat s, = Z?:O ajent, = Z}Z:O b; voor elke n > 0. Er geldt 0 < s, < ¢,
voor elke n > 0. De rij (t,)n>0 is convergent en dus naar boven begrensd door een
getal M > 0. Dus 00k (sy,)n>0 is naar boven begrensd door M, en dus convergent
wegens Propositie VI.2.1. [ |

VI.2.3 Opmerking.

(i) Aangezien de convergentie van een reeks niet afhangt van het begin van de
rij, geldt het Majorantenkenmerk ook indien er een k € N bestaat z6 dat
0 < a; <bj voor alle j > k en Zj’;k b; convergent is.

(ii) Het Majorantenkenmerk kan ook gebruikt worden om divergentie van een reeks
af te leiden. Immers, als 0 < a; < b; en is Z;io a; divergent, dan moet
> i b; divergent zijn.

VI.2.4 Voorbeeld. (i) Bekijk de reeks > 72, j% Voor alle j > 2 geldt

o< Lo 1
SR TG

In Voorbeeld VI.1.5 hebben we gemen dat >°77
Majorantenkenmerk volgt dat Z —17 L convergent is.

i=2 71 j G0 convergent is. Uit het
3

(ii) Bekijk de reeks ZJ 1 54T +1 Er geldt
1 1 1
35+1 7 3j+5 4
We weten dat 3777, - 1 divergeert (harmonische recks), en dus Y 77, @ ook.
Uit het MaJorantenkenmerk volgt dat o7 =1 3 +1 divergent is.
— .
Het volgende verdichtingscriterium van Cauchy zal handig zijn.
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verdichtingscriterium
van Cauchy

Limietkenmerk

VI.2.5 Stelling. Zij (a;);>1 een rij getallen in R>¢ z6 dat a1 > as > az > ...
Dan geldt

o0 o0
E aj is convergent <= 5 27ay; is convergent.
=0 =0

Bewijs. Laat s, = > _ja; ent, = Y7 27 a5;. Wegens Propositie VI.2.1 vol-
doet het te bewijzen dat (s,)n>0 is begrensd < (t,)n>0 is begrensd.

“=” Neem aan dat (s,)n>0 begrensd is door een reéel getal M;. Laat k > 0.
Dan geldt

a1 + 20a2 + 21a4 4+ 4 2k71a21«,

DN | =

it =
otk
<ay+az+(az+ag)+ -+ (agk1gq + -0+ agr)
= Sok S Ml.
Dus tk < 2M1.
“«<” Neem aan dat (t,)n>0 begrensd is door een reéel getal My. Laat n > 0.
Kies k € N z6 dat n < 2F. Dan geldt
S < Sgrt1_q < ay+ (a2 +as)+ -+ (age + ...+ ager1_q)
<ay+ (ag+az)+ -+ (agr + -+ + agr)
=2 + 2%y + 2%a4 + - + 2k02k =t < Ms.

VI1.2.6 Voorbeeld. Zij p € R.

1
Z > is convergent <= p > 1.
=17

Zij aj = jip voor j > 1. Aangezien (a;);>1 dalend is, kunnen we Stelling VI.2.5

toepassen. Merk op dat 27ay; = 2707P) = i met r = 2'"P. Dus wegens
Voorbeeld VI.1.3 geldt: Z;io 27 ay; is convergent dan en slechts dan als |r| < 1.
Dit laatste geldt dan en slechts dan als p > 1. _m

De volgende stelling kan een handig hulpmiddel zijn om convergentie van reeksen
aan te tonen.

VI.2.7 Stelling (Limietkenmerk). Laat 337 a; en 3272 b; reeksen zijn. Neem
aan dat er een jg € N is z6 dat voor alle j > jp geldt a; > 0 en b; > 0 en dat

aj

bestaat. Als Z?io b; convergent is, dan is ook Z;io a;j convergent.

Bewijs. Definieer L = limj_, Z—j Kies N € N z6 dat voor alle 5 > N geldt dat

Z—j - L’ < 1. Er volgt dat voor alle j > N

0<Y <41
bj

Dus 0 < a; < (L+1)b; voor all j > N. Uit het Majorantenkenmerk zien we dat
uit de convergentie van Z;io b; de convergentie van Z;io aj volgt. |

3Het is bekend dat Z;’il JLQ = 72 /6, maar dit is ingewikkelder.
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Quotiéntenkenmerk

VI.2.8 Opmerking. Als in de bovenstaande stelling lim;_, ., Z—j > 0 is, dan
bestaat ook

en dus geldt Z;io a; is convergent dan en slechts dan als Z(;io b; is convergent.

VI1.2.9 Voorbeeld. Bekijk de reeks

JT+4y
) Y e
j=1

— j6 435243
We passen het Limietkenmerk toe met a; = j&;}% en b; = % Er geldt
s
lim -2 =1

Aangezien >_°° ., L convergeert volgt dat de reeks in (*) ook convergeert. _mm

Jj=1j

VI1.2.10 Voorbeeld. Bekijk de reeks Z;’il —7- We passen het Limietkenmerk

a1+t
j
toe met a; = ﬁ en b; = % Er geldt
5T
b, 1
lim - = lim ]; =1.
Jj—oo aj j—o0
Aangezien Y777 | b; divergent is volgt ook dat > 7%, a; divergent is. _m

Het volgende kenmerk is handig voor veel reeksen.

VI.2.11 Stelling (Quotiéntenkenmerk). Laat E;io a; een reeks zijn. Neem aan
dat a; > 0 voor alle j € N voldoende groot en dat

lim aj+1 _ I
Jj—oo aj

bestaat.

(i) Als L < 1 dan is de reeks convergent.
(i) Als L > 1 dan geldt niet lim a; = 0, en dus is de reeks divergent.
J—o0

Bewijs. (1): Kies r € Rz6 dat L <r < 1. Kies N € N z6 dat “* < r voor alle
j > N. Er volgt dat a;41 < ra; voor alle j > N. Hieruit zien we dat voor j > N
geldt

N

0<aj <raj_1 < r2aj,2 <. o< Ngy = (r— aN)rj.

-N

Aangezien de reeks Z;’;O(r an)r’ convergent is volgt uit het Majorantenken-

merk dat ook Y °C a; convergent is.
(2) : Zie Opgave VI.2.11. [ |

VI.2.12 Opmerking. Er bestaan zowel convergente als divergente reeksen met
L = 1. Bekijk maar eens Y o, 1. Dit is een divergente reeks. Voor de termen

Jj=13"
geldt
1/(4
fim LUHD
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Decimaal-
ontwikkeling

Indien we de convergente reeks > - =17 L bekijken, dan geldt

o WG+ 12

=1.

Het geval L = 1 moeten we dus altijd nauwkeuriger onderzoeken.

VI.2.13 Voorbeeld. Bekijk >3, j* (%) Dan geldt

+1 (l)JJrl
( 2

lim =3
j—o0
()
Dus de reeks is convergent wegens het Quotiéntenkenmerk. _m

V1.2.14 Voorbeeld. Bekijk > °° =0 % We passen het Quotiéntenkenmerk toe.

1 1)! j!
lim/(jiﬂzlim ,j = lim —— =
jmee 1/j! jmeo (DI joeej 41
Dus de reeks is convergent.? -

Ten slotte bespreken we de decimaalontwikkeling van een reéel getal. We beperken
ons tot het interval [0, 1]. Een getal zoals bijvoorbeeld = = 0.35673. .. is eigenlijk
niets anders dan een speciale reeks. We bedoelen hiermee namelijk niets anders

dan
3.5 .6 7.3
10 102 103 104 10°

Algemener: als x = 0.a1a2a3 ... met a; € {0,1,2...,9} dan betekent dit
j
Xr = —.
P=gLl

Uit het Majorantenkenmerk volgt dat de reeks convergent is. Inderdaad voor alle
j > 1 geldt dat
a; 1\7J
0< L < 9(—)
— 109 — "\10/ 7

J
en de reeks Z;’;l 9(%) is convergent. Bovendien geldt

iT<Z (10) 101—1—:1'

Dus iedere decimaalontwikkeling stelt een reeél getal in [0, 1] voor. Omgekeerd
heeft ieder reeél getal © € [0,1] een decimaalontwikkeling. (zie Opgave VI.2.16)
Deze is niet uniek. Zo is bijvoorbeeld

0.179999 —i+l+§:i
' U100 102 j:gloj

17 91
ERTARTRAS TP STy

1 7 9 1

BRGRSTERS T g
—1+l+ 1 =0.18
10 0 102 102 o

4Er geldt Z] 0 i, = e (zie Paragraaf V1.4).
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Opgaven

Als we afspreken dat we geen “staarten” van negens toestaan dan is de decimaal-
ontwikkeling wel uniek (zie Opgave VI.2.16).

#o

a

. Toon aan: als a; > 0 voor alle j > 0 en Zj 0 @; is convergent, dan is )~

. Geef met behulp van het Majorantenkenmerk, Voorbeelden VI.1.4 en VI.2.4 een

direct bewijs van het volgende
(a) Z;’il jip is convergent als p > 2.
(b) EJ 1 37 is divergent als p < 1.

. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn

@ X ® >a O X5

=2 j=1

. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn

i 0 R (c) Zl(”s+3”)4n+1

a2
=0 %;
convergent.

. Toon aan: als a; > 0 en (a;j);>o is dalend en Y777 a; is convergent, dan geldt

lim ja; = 0.
j—o0

. Laat met een voorbeeld zien dat de eis dat (a;);>0 dalend is in Stelling VI.2.5,

niet weggelaten kan worden.

. Onderzoek welke van de volgende reeksen convergent zijn

4

Z Z Z n +3n
n=1 n:O n=1

Bewijs de volgende sterkere versie van het Limietkenmerk:®> Laat Z;io a;j en
Z;io b; twee reeksen zijn. Neem aan dat a; > 0 en b; > 0 voor alle j € N en
datb

i (sw5)
lim ( sup —=
n=00 \ j>n b;

o0 . . o0
bestaat. Toon aan: als .~ b; convergent is, dan is ook >/ a; convergent.

. Laat a; =277 als j is even en 0 als j is oneven.

(a) Toon aan dat het Limietkenmerk met b; = 277 met j > 0 niet toegepast kan
worden op deze rij.

(b) Toon aan dat de sterkere versie van het Limietkenmerk uit Opgave VI.2.8
wel toegepast kan worden. Wat geeft dit kenmerk voor informatie?
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#*10.

11.

Wortelkenmerk 12.

13.

14.

H* #115.

#*16.

. oo 4l
Onderzoek de convergentie van de reeks } .7, .

Bewijs Stelling VI.2.11 (2). Bewijs ook dat de reeks divergeert als lim G+t _

J—00 aj

Laat Z?io a; een reeks zijn. Neem aan dat a; > 0 voor alle j > 0 voldoende
groot en

I i —

LS
bestaat. Toon aan dat
(a) Als L <1 dan is de reeks convergent.
(b) Als L > 1 of lim;_,, y/a; = oo, dan is de reeks divergent.

(¢) Geef zowel een voorbeeld van een convergente en een divergente reeks met
L=17

Definieer de I‘IJ (aj)jzo door ag; = 277 en agj41 = 3ij, met j > 0.
(a) Laat zien dat het Quotiéntenkenmerk niet kan worden toegepast op deze rij.

(b) Laat zien dat het Wortelkenmerk wel toegepast kan worden op deze rij. Wat
volgt er uit het Wortelkenmerk?

Laat Z;io a; een convergente reeks zijn met a; > 0 voor alle j > 0. Toon aan

dat -
sup { Zaj :FCNis eindig} = Zaj.
F j=0

Bepaal voor welke p > 0 geldt dat ), -, m convergent is.

(a) Bewijs dat iedere z € [0, 1) een decimaalontwikkeling heeft.

(b) Indien we geen “staarten” van negens toestaan, bewijs dat de decimaalont-
wikkeling voor elke z € [0, 1) uniek is.

5 Analoge versterkingen van het Quotiéntenkenmerk en het Wortelkenmerk gelden ook.

6 lim sup is niets anders dan lim sup uit Opgave IV.3.7.
n— oo i>n Jj—o0
"In dit geval kan dus net als bij het Limietkenmerk geen uitspraak gedaan worden.
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